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Плоские движения идеального газа без расширений
со специальной термодинамикой
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Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа, Российская Федерация

E-mail: habirov@anrb.ru

Аннотация. Дифференциальные уравнения движения идеального газа с переменной энтропией и специальной термодинамикой
являются переопределенной системой. Если значения термодинамических параметров лежат на кривой или один из параметров
постоянен, то переопределенная система одна и та же для любого уравнения состояния. В плоском случае все решения были найдены
двумя способами в специальных лагранжевых координатах. Первый способ приводит систему в инволюцию, когда получают конечное
число дифференциальных следствий, не порождающих новых. Второй способ получает бесконечную переопределенную систему
дифференциальных уравнений на вспомогательные величины, которые получены интегрированием дифференциальных следствий
исходной системы. В настоящей работе уточняется второй способ получения восьми типов точных решений, которые зависят максимум
от одной существенной произвольной функции одного аргумента и нескольких постоянных. В результате получены 8 типов решений
переопределенной системы. Классификация проведена с точностью до бесконечной группы преобразований, допускаемых системой
в лагранжевых переменных. Цель работы — получение дифференциальных следствий, которые можно интегрировать по времени
и представить их в виде бесконечной переопределенной цепочки дифференциальных уравнений для вспомогательных функций.
Для каждого типа решений показаны примеры гладкого движения частиц газа для любого значения времени. Траектории могут
быть параболами, кривыми с переменной выпуклостью, окружностями, кривыми, колеблющимися возле прямой, линейно растущими
спиралями, конечной частью степенной кривой с периодическими колебаниями на ней, гиперболами, спиралями, растущим по
экспоненциально гиперболическому закону в специально распределенной термодинамической среде.

Ключевые слова: уравнения газовой динамики; однопараметрическая термодинамика; плоские движения; интегрируемые условия
совместности; общее решение
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The plane motiones of the ideal gas without extension
with the spetial termodynamics

S.V. Khabirov
Mavlyutov Institute of Mechanics of UFRC RAS, Ufa, Russian Federation
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Abstract. The differential equations of a motion of the ideal gas with varying entropy and the spatial thermodynamics are an overdetermined
system. If values the thermodynamic parameters lie on a curved line or one of the parameters is a constant then the overdetermined system
is the same for any state equation. In the plane case all solutions were obtained by two ways in the spatial Lagrange coordinates. The first
way leads the system in involution when we obtain the finite number differential consequences no generated new. The second way gives an
infinite overdetermined system of differential equations for auxiliary values that were obtained by integration of differential consequences
of the initial system. Here we correct the second way obtaining of eight types of the exact solutions maximum depending on one essential
arbitrary function of one argument and several constants. The classification was led to within infinite group of transformations admitted by
system in the Lagrange coordinates. The objective of the paper is obtaining differential consequences which may be integrated by the time
and to represent them in the type of infinite overdetermined chain of differential equations for auxiliary functions. The examples of the
smooth movement of a gas particle for any time were given for each type of the solutions. The trajectories maybe parabolas, curves with
variable convexity, circles, curves oscillating alone side the straight line, linearly growing spirals, finite part of the power curve with the
periodic vibrations on it, hyperbolas, spirals growing by exponentially hyperbolic law in the spatially distributed thermodynamic medium.
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1. Введение
Термодинамические величины p — давление, ρ—

плотность, S — энтропия, T — температура, ε —
удельная внутренняя энергия связаны тождеством
TdS = dε+ pdρ−1. Если ε = ε(ρ, S) — уравнение состо-
яния, то T = εS, p = ρ2ερ = f (ρ, S). Уравнения газовой
динамики, полученные из законов сохранения массы,
импульса и энергии, таковы

Dρ+ ρ∇ · u⃗ = 0, ρDu⃗ +∇p = 0, Dε+ pρ−1∇ · u⃗ = 0,

где u⃗— скорость частицы в точке с вектором x⃗;∇ = ∂x⃗ —
градиент. Для остальных термодинамических величин
следуют уравнения

Dp + ρ fρ∇ · u⃗ = 0, DT + ρεSρ∇ · u⃗ = 0,

DS = St + u⃗ · ∇S = 0.

Если температура T постоянна, то переопределенная
система тепловых движений

∇ · u⃗ = 0, Du⃗ +∇i = 0, Di = 0

не приведена в инволюцию в трехмерном пространстве
R3(x⃗). Здесь i = ε + pρ−1 − TS — полный термодина-
мический потенциал. Если плотность ρ постоянна, то
система та же с заменой i → ρ−1 p [1]. Система будет та
же, если постоянны p [2] или ε, или неизоэнтропическое
движение с термодинамическими параметрами, лежа-
щими на кривой p = p(λ), ρ = ρ(λ), S = S(λ), T = T(λ),
ε = ε(λ), где λ— параметр с заменой i →

∫
ρ−1 p′dλ. Та-

кие движения газа называют движениями со специаль-
ной термодинамикой [3]. Примеры исследований таких
движений можно найти в работах [4–8].

В плоском случае R2(x⃗) все решения переопреде-
ленной системы найдены двумя способами [1,4]. Диф-
ференциальные уравнения движения принимают сле-
дующий вид:

Du⃗ +∇i = 0, Di = (∂t + u∂x + v∂y)i = 0,

∇ · u⃗ = ux + vy = 0, Dω = 0, ω = vx − uy.

Здесь декартовы переменные x⃗ = (x, y); u⃗ = (u, v); ω—
завихренность. В переменных Лагранжа t, ξ, η:

xt = u, yt = v, x(0) = ξ, y(0) = η,

xt(0) = u0(ξ, η), yt(0) = v0(ξ, η)

производные замены x = x(ξ, η), y = y(ξ, η) связаны с
производными обратной замены ξ = ξ(x, y), η = η(x, y)
равенствами Jξx = yη, Jξy = −xη, Jηx = −yξ, Jηy = xξ,
J = xξyη − xηyξ.

Уравнения плоских тепловых движений в лагран-
жевых переменных таковы:

it = 0, ωt = 0, Jt = J∇ · u⃗ = 0,

Jxtt + iξyη − iηyξ = 0, Jytt − iξxη + iηxξ = 0,

Имеем три интеграла i = i(ξ, η), ω = ω(ξ, η), J = 1 и
представления для начальной скорости и завихренно-
сти 0 = (ux + vy)|t=0 = u0ξ + v0η ⇒ u0 = −ψη, v0 = ψξ,
ω = △ψ.

Если i = i0 — постоянная величина, то получаются
уравнения изобарических движений:

x = ξ− tψη, y = η+ tψξ, ω = △ψ, ψξξψηη = ψ
2
ξη.

Последнее уравнение Монжа–Ампера задает линейча-
тую поверхность

ψ = λ− f (λ)ξ− g(λ)η, f ′(λ)ξ+ g′(λ)η = 1,

где f , g — произвольные функции; λ— параметр.
Пусть i(ξ, η) ̸= const, тогда рассмотрим замену

лагранжевыхпеременных, сохраняющуюплощадь iξ jη−
iη jξ = 1. Все решения этого уравнения образуют псев-
догруппу. Обратная замена удовлетворяет такому же
условию. Выполняются соотношения

iξ = ηj, iη = −ξj, jξ = −ηi, jη = ξi.

Два уравнения из трех подмодели плоских тепловых
движений линеаризуются [1, 4]:

xtt + yj = 0, ytt = xj, xiyj − xjyi = 1.

С помощью матрицы поворота на угол −π
2 система за-

писывается в векторном виде:

x⃗j = Ox⃗tt, x⃗i · Ox⃗j = 1,

O =

∥∥∥∥ 0 1
−1 0

∥∥∥∥ , x⃗ =

∥∥∥∥ x
y

∥∥∥∥ .
(1)

Матрица O имеет свойства:

O2 = −E, OT = O−1 = −O, trO = 0, |O| = 1.

Система (1) допускает группу G преобразований:

1) переносы t′ = t + a0, i′ = i + b0, j′ = j + g(i),
x⃗′ = x⃗ + a⃗;

2) галилеевы переносы x⃗′ = x⃗ + t⃗b;

3) вращения x⃗′ = Λx⃗, ΛΛT = E, |Λ| = 1;

4) растяжения t′ = at, j′ = a2 j, i′ = a−2b2i, x⃗′ = bx⃗;

5) отражения t′ = −t, y′ = −y, j′ = −j.
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Здесь a0, b0, a, b, a⃗, b⃗, Λ — постоянные; g(i) — произ-
вольная функция. Эти замены переменных являются
преобразованиями эквивалентности в выборе лагран-
жевых замен.

Решения переопределенной системы (1) разыски-
ваем с точностью до преобразований группы G. Приве-
дение системы в инволюцию заключается в получении
конечного числа дифференциальных следствий не по-
рождающих новых, что было проделано в работе [1] с
помощью дополнительной комплексной замены и ана-
литических компьютерных вычислений. В работе [4]
исключаются производные по переменной j во всех диф-
ференциальных следствиях. Получается частично ин-
тегрируемая цепочка уравнений. Далее исключаются
производные по переменной i, что приводит к цепочке
обыкновенных дифференциальных уравнений. Опреде-
ляются интегрируемые соотношения и все возможные
представления решений по переменной t. Исследование
каждого представления приводит к общему решению
векторной системы. Конечной инволютивной системы
здесь не получают. В этой работе есть опечатки, недо-
казанные утверждения и упущенные решения. Здесь
исправлены все недостатки статьи [4]. Подробные до-
казательства утверждений, пример применения нового
метода получения решений переопределенной систе-
мы дифференциальных уравнений требуют повторного
вывода ранее полученных формул [4] и получения но-
вых соотношений. Описаны движения частиц газа для
всех решений.

2. Условия совместности подмодели
Исключение производной по j приводит к скаляр-

ному уравнению

x⃗i · x⃗2 = −1 = p0.

Здесь и далее x⃗k = x⃗(k) — производная порядка k по
переменной t. Дифференцирование по j, исключение
производных по j в силу (1) и интегрирование по t дают
равенства

x⃗i · Ox⃗3 − x⃗1i · Ox⃗2 = q0(i, j) = −ω(i, j).

Здесь ω(i, j) — завихренность.
Дальнейшее дифференцирование по j, исключение

производных по j в силу (1) и трижды дифференциро-
ванного по t скалярного уравнения дают равенства

x⃗1i · x⃗3 = p1, 4p′1 = q0j,

где штрихом обозначена производная по t.
По индукции доказываем цепочку равенств [4]:

(x⃗k+1)i · x⃗k+3 = pk+1, 4p′k+1 = p′′′k + qkj, (2)

(x⃗k)i · Ox⃗k+3 − (x⃗k+1)i · Ox⃗k+2 = qk,

q′k = pkj, k = 0, 1, 2, ...
(3)

где вспомогательные функции pk — полиномы по t сте-
пени не выше 2k − 1; qk — полиномы по t степени не
выше 2k; штрих означает дифференцирование по t.

Дифференцирование по t равенства (2), где число k
заменено на k − 1, совместно с (3) дает систему линей-
ных уравнений для определения вектора (x⃗k+1)i:

(xk+1)ixk+2 + (yk+1)iyk+2 = p′k − (x⃗k)i · x⃗k+3,

− (xk+1)iyk+2 + (yk+1)ixk+2 = qk − (x⃗k)i · Ox⃗k+3.

Отсюда находим (x⃗k+1)i, если (x⃗k+2)
2 ̸= 0:

(x⃗k+2)
2(x⃗k+1)i = p′k x⃗k+2 − qkOx⃗k+2 −

− pk x⃗k+3 + ((x⃗k)i · Ox⃗k+2)Ox⃗k+3.
(4)

Умножение на x⃗k+3 дает соотношение с производными
только по t:

pk+1(x⃗k+2)
2 = p′k x⃗k+2 · x⃗k+3 −

− qk x⃗k+3 · Ox⃗k+2 − pk(x⃗k+3)
2.

(5)

Уравнение (4), где число k заменено на k − 1, диф-
ференцируем по t. В силу соотношений (3), (5) произ-
водные по i сокращаются

x⃗k+3(pk x⃗2
k+1 − pk−1 x⃗2

k+2) +

+ Ox⃗k+3(qk−1 x⃗k+1 · x⃗k+2 − p′k−1 x⃗k+1 · Ox⃗k+2) +

+ x⃗k+2(2pk−1 x⃗k+1 · x⃗k+2 − p′k x⃗2
k+1) +

+ Ox⃗k+2(qk x⃗2
k+1 − 2pk−1 x⃗k+2 · Ox⃗k+1 − 2qk−1 x⃗2

k+1) +

+ x⃗k+1(p′′k−1 x⃗2
k+1 − 2p′k−1 x⃗k+1 · x⃗k+2) +

+ Ox⃗k+1(2qk−1 x⃗k+1 · x⃗k+2 − q′k−1 x⃗2
k+1) = 0.

В силу тождеств

x⃗2
k+2 x⃗k+1 = (x⃗k+1 · x⃗k+2)x⃗k+2 + (x⃗k+1 · Ox⃗k+2)Ox⃗k+2,

(x⃗k+1 · x⃗k+2)
2 + (x⃗k+2 · Ox⃗k+1)

2 = x⃗2
k+2 x⃗2

k+1

и равенства (5) следует линейное векторное уравнение
для x⃗k+3:

(pk x⃗2
k+1 − pk−1 x⃗2

k+2)x⃗k+3 +

+(qk−1 x⃗k+1 · x⃗k+2−p′k−1 x⃗k+1 · Ox⃗k+2)Ox⃗k+3=

= (p′k x⃗2
k+1 + (2pk − p′′k−1)x⃗k+1 · x⃗k+2 −

− q′k−1 x⃗k+1 · Ox⃗k+2)x⃗k+2 +

+
(
(p′′k−1 − 2pk)x⃗k+2 · Ox⃗k+1+q′k−1 x⃗k+1 · x⃗k+2−

− qk x⃗2
k+1

)
Ox⃗k+2.

(6)

Равенство (6) определяет вектор x⃗k+3. Если опреде-
литель системы равен нулю, то все коэффициенты при
векторах равны нулю. Вместе с (5), где k заменено на
k − 1, получим 5 равенств:

m2 pk = n2 pk−1, qk−1 cosφ+ p′k−1 sinφ = 0,

q′k−1 sinφ− (p′′k−1 − 2pk) cosφ = −m
n

p′k,

q′k−1 cosφ+ (p′′k−1 − 2pk) sinφ =
m
n

qk,
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pkm2 + pk−1n2 = mn(p′k−1 cosφ− qk−1 sinφ).

Здесь m = |⃗xk+1|, n = |⃗xk+2|, x⃗k+1 · x⃗k+2 = mn cosφ,
x⃗k+2 · Ox⃗k+1 = mn sinφ. Исключая величины φ, mn−1

получим равенства на pk, qk:

4pk pk−1 = p′2k−1 + q2
k−1,

2pkq′k−1 = p′kqk−1 + qk p′k−1,

2pk(p′′k−1 − 2pk) = p′k p′k−1 − qkqk−1.

(7)

Коэффициенты системы (6) обозначим так:

α1 = pkm2 − pk−1n2,

β1 = mn(qk−1 cosφ+ p′k−1 sinφ),

α0 = p′km2 − mn((p′′k−1 − 2pk) cosφ− q′k−1 sinφ),

β0 = mn(q′k−1 cosφ+ (p′′k−1 − 2pk) sinφ)− qkm2.

Систему (6) умножим скалярно на векторы x⃗k+2 иOx⃗k+2:

α1 x⃗k+3 · x⃗k+2 − β1 x⃗k+3 · Ox⃗k+2 = α0 x⃗2
k+2,

β1 x⃗k+3 · x⃗k+2 + α1 x⃗k+3 · Ox⃗k+2 = β0 x⃗2
k+2.

Отсюда находим соотношения

(α2
1 + β

2
1)x⃗2

k+3 = (α2
0 + β

2
0)x⃗2

k+2,

(α2
1 + β

2
1)x⃗k+3 · x⃗k+2 = (α0α1 + β0β1)x⃗2

k+2,

(α2
1 + β

2
1)x⃗k+3 · Ox⃗k+2 = (α1β0 − β1α0)x⃗2

k+2,

с помощью которых уравнение (5) принимает вид:

pk+1(α
2
1 + β

2
1) = p′k(α0α1 + β0β1)−

− qk(α1β0 − β1α0)− pk(α
2
0 + β

2
0).

(8)

Запишем соотношение (5), где k заменено на k − 1:

pkm2 + pk−1n2 = mn(p′k−1 cosφ− qk−1 sinφ). (9)

В силу этого равенства коэффициенты уравнения (8)
принимают вид:

α
2
1 + β

2
1 = m2n2(p′2k−1 + q2

k−1 − 4pk pk−1),

α0α1 + β0β1 = m2 p′k(pkm2 − pk−1n2)−

− 2mn3 pk−1((2pk − p′′k−1) cosφ+ q′k−1 sinφ)−

− m3nqk(qk−1 cosφ+ p′k−1 sinφ)) +

+ m2n2[(p′k−1 cosφ− qk−1 sinφ)×

× ((2pk − p′′k−1) cosφ+ q′k−1 sinφ) +

+ (p′k−1 sinφ+ qk−1 cosφ)×

× ((p′′k−1 − 2pk) sinφ+ q′k−1 cosφ),

α1β0 − β1α0 = −m2qk(pkm2 − pk−1n2)−

− 2mn3 pk−1((p′′k−1 − 2pk) sinφ+ q′k−1 cosφ)−

− m3np′k(qk−1 cosφ+ p′k−1 sinφ)) +

+ m2n2[(p′k−1 cosφ− qk−1 sinφ)×

× ((p′′k−1 − 2pk) sinφ+ q′k−1 cosφ)−

− (p′k−1 sinφ+ qk−1 cosφ)×

× ((2pk − p′′k−1) cosφ+ q′k−1 sinφ)],

α
2
0 + β

2
0 = m4(p′2k + q2

k) +

+ 2m3n[(p′kq′k−1 − qk(p′′k−1 − 2pk)) sinφ−

− (p′k(p′′k−1 − 2pk) + qkq′k−1) cosφ] +

+ m2n2((p′′k−1 − 2pk)
2 + q′2k−1).

Подставляя коэффициенты в (8) и используя соотноше-
ние (9), получим равенство, в котором m, n,φ сокраща-
ются:

pk+1(4pk pk−1 − p′2k−1 − q2
k−1)−

− pk((p′′k−1 − 2pk)
2 + q′2k−1)−

−pk−1(p′2k +q2
k)+qk−1

(
p′kq′k−1−qk(p′′k−1−2pk)

)
+

+ p′k−1(p′k(p′′k−1 − 2pk) + qkq′k−1) = 0,

k = 1, 2, ...

(10)

Заметим, что соотношение (10) тождественно выполне-
но в силу равенства (7).

Лемма 1. Вспомогательные величины p0 = −1,
q0(i, j), pk, qk, k = 1, 2, ... удовлетворяют переопределен-
ной цепочке равенств (2), (3), (10). В особом случае (7)

по индукции следует pk = − 1
4k q2k

0 , qk =
1
4k q2k+1

0 .

3. Некоторые решения условий
совместности
В общем случае (10) при k = 1 имеем уравне-

ния p0 = −1, q0(i, j), 4p′1 = q0j, 4p′2 = q1j, q′1 = p1j,
p2(4p1 + q2

0) + 4p3
1 = p′21 + q2

1 + 2q0q1 p1. Отсюда опреде-
ляются величины:

p1 =
1
4

tq0j + p10(i, j), q1 =
1
8

t2q0jj + tp10j + q10(i, j),

p2 =
1
96

t3q0jjj +
1
8

t2 p10jj +
1
4

tq10j + p20(i, j).

Последнее уравнение становится полиномиальным по
свободной переменной t четвертой степени. Приравни-
вая нулю коэффициент при t4, получим уравнение

q0jjj

q0jj
=

3q0jj

2q0j
⇒ q0jj = −2D(i)|q0j|3/2.

Если D = 0, то q0 = C(i)j + C0(i). При C ̸= 0 преобразо-
вания эквивалентности делают q0 ∼ C(i)j. Если D ̸= 0,
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то q0 ∼ C(i)(j−1 +C0(i)), C ̸= 0. Покажем от противного,
что C = 0.

При q0 = C(i)j, приравнивая нулю коэффициенты
при степенях t, определяем величины:

p10 = −1
4

C2(j2 + p100(i)j + p1000(i)),

q10=C3
(
− 1

4
j3+

1
2

j2 p100+ j
(

1
4

p2
100+

1
2

p1000

)
+q100

)
,

p20 = C4
(
− 1

16
j4 − 3

16
j3 p100 −

3
16

j2(p2
100 + p1000)−

− 1
2

j(q100 +
1
4

p100 p1000 +
1
8

p3
100) +

+
1

16
p2

100 p1000 −
1
2

q100 p100 −
1
16

p2
1000

)
.

Остается равенство p20C2(p100 j+ p1000)− 4p3
10++

1
16

C2 +

q2
10 + 2Cjq10 p10 = 0, которое расщепляется по перемен-
ной j. Коэффициенты при степенях jk, k = 1, ..., 6 тожде-
ственно равнынулю.Остается равенствоC2 +C6(4q100 −
p100 p1000)

2 = 0 ⇒ C = 0 противоречие.
При q0 = C(j−1 + C0) коэффициенты при степенях

t определяют величины:

p10 = −1
4

C2(C2
0 + C1(i)j−1 + C2(i)j−2),

q10=C3(
1
4

C3
0 +

1
4

C2
2 j−3 +

1
4

C0(2C1 − C0)j−1 + C3 j−2),

p20 = − 1
16

C4(C3
2 j−4 + C2(8C3 − C1C2)j−3 +

+ (C2
1 + 2C0(4C3 − C1) + C2

0(1 − C2))j−2 +

+ (3C1 − 2C0)C2
0 j−1 + C4

0).

Остается равенство

p20C2(j−2(C2 − 1) + j−1(C1 − 2C0)) +

+
1
16

C6(C2
0 + C1 j−1 + C2 j−2)3 +

1
16

C2 j−4 +

+ C6
(

1
4

C3
0+

1
4

C2
2 j−3+

1
4

C0(2C1 − C0)j−1+C3 j−2
)2

−

− 1
2

C6(j−1 + C0)(C2
0 + C1 j−1 + C2 j−2)×

×
(

1
4

C3
0 +

1
4

C2
2 j−3 +

1
4

C0(2C1 − C0)j−1 + C3 j−2
)
= 0,

которое расщепляется по переменной j. Коэффициенты
при степенях −6, −5 тождественно равны нулю. Коэф-
фициент при степени −4 дает равенство C2 + C6(4C3 +
C0 − C1(C2 + 1))2 = 0 ⇒ C = 0 противоречие.

Итак, доказали, что q0(i) — функция, зависящая
только от i:

p1 = p10(i, j), q1 = tp10j + q10(i, j),

p2 =
1
8

t2 p10jj +
1
4

tq10j + p20(i, j),

(
1
8

t2 p10jj +
1
4

tq10j + p20

)
(4p10 + q2

0) + 4p3
10 =

= (tp10j + q10)
2 + 2q0 p10(tp10j + q10).

Приравнивая нулю коэффициент при t2, получим

уравнение для p̄10 = p10 +
1
4

q2
0:

p̄10 p̄10jj = 2p̄2
10j ⇒ p̄10j = −C(i) p̄2

10.

Если C = 0, то p10(i), q10j(4p10 + q2
0) = 0,

(p20 + p2
10)(4p10 + q2

0) = (q10 + q0 p10)
2.

При 4p10 + q2
0 ̸= 0 получим q10(i), p20(i).

При p10 = −1
4

q2
0 получим q10 =

1
4

q3
0, p20(i, j).

Если C ̸= 0, то

p̄10 = (Cj + C0)
−1 ⇒ p10 ∼ −1

4
q2

0 + Cj−1.

Дальнейшее расщепление по t приводит к равен-
ствам:

jq10j + 2q10 = q0(
1
2

q2
0 − 2Cj−1) ⇒

⇒ q10 =
1
4

q3
0 − 2Cq0 j−1 + C2Q(i)j−2,

p20 =
1
4

C3Q2 j−3 − 1
2

C2(q0Q + 2)j−2 +

+
3
4

Cq2
0 j−1 − 1

16
q4

0.

При k = 1 получили 3 типа решений:

10. p1 = p10(i), q1 = q10(i), p2 = p20(i), 4p10 + q2
0 ̸= 0,

(p20 + p2
10)(4p10 + q2

0) = (q10 + q0 p10)
2.

20. p1 = −1
4

q2
0, q1 =

1
4

q3
0, p2 = p20(i, j).

30. p1 = −1
4

q2
0 + C(i)j−1, C ̸= 0,

q1 = −Cj−2 t̄ +
1
4

q3
0 − 2Cq0 j−1, t̄ = t − CQ,

p2 =
1
4

Cj−3 t̄2 +
1
2

Cq0 j−2 t̄−C2 j−2 +
3
4

Cq2
0 j−1 − 1

16
q4

0.

Продолжим получение решений для переопреде-
ленной системы с k = 2.

В случае 10 уравнения (2), (3), (10) дают q2 = q20(i, j),

p3 =
1
4

tq20j + p30(i, j), p3(4p1 p2 − q2
1) = 4p3

2 − 2p2q1q2 +

p1q2
2 ⇒ q20j(4p1 p2 − q2

1) = 0:
а) Если 4p2 p1 ̸= q2

1, то q2(i), p3(i), (p1 p3 −
p2

2)(4p1 p2 − q2
1) = (q2 p1 − p2q1)

2, получим первый тип
продолжения.

б) Если 4p1 p2 = q2
1, то при p1 ̸= 0 получим

p2 =
1
4

q2
1 p−1

1 , q2 =
1
4

q3
1 p−2

1 , p3 = p30(i, j), q1q0 = 4p2
1 ⇒

q2 = 16p4
1q−3

0 , p2 = 4p3
1q−2

0 , q0 ̸= 0— второй тип продол-
жения.

в) Если p1 = q1 = 0, то p2 = 0, q0 ̸= 0, получим
новый тип продолжения.



86 С.В. Хабиров Многофазные системы 2026;21(2)

В случае 20 уравнения (2), (3), (10) дают

q2 = tp20j + q20(i, j), p3 =
1
8

t2 p20jj +
1
4

tq20j + p30(i, j),

p3(4p1 p2 − q2
1) = 4p3

2 + p1q2
2 − 2q1q2 p2.

Если q0 = 0, то p1 = q1 = p2 = 0 получим продол-
жение, как в 10в).

Последнее уравнение расщепляем по t. Коэффици-
ент при t2 дает уравнение

p̄20 p̄20jj = 2p̄2
20j,

p̄20 = p20 +
1

16
q4

0, q0 ̸= 0 ⇒ p̄20j = −Dp̄2
20.

Если D = 0, то p2(i), q2 = q20(i, j), p3 =
1
4

tq20j +

p30(i, j). Дальнейшее расщепление по t дает q20j

(
p2 +

1
16

q4
0

)
= 0, p30(4p1 p2 − q2

1) = = 4p3
2 + p1q2

20 − 2q1q20 p2.

Если 4p1 p2 ̸= q2
1, то q2 = q20(i), p3 = p30(i), получим

продолжение как в 10а) или продолжение первого типа.

Если 4p1 p2 = q2
1, то p2 = − 1

16
q4

0, q2 =
1
16

q5
0, p3 =

p3(i, j), получим продолжение как 10б) или продолже-
ние второго типа.

Если D ̸= 0, то p2 ∼ Cj−1 − 1
16

q4
0, q0 ̸= 0, C ̸= 0.

Уравнение (10) при k = 2 расщепляем по t. Коэффи-
циент при t2 тождествено равен нулю. Коэффициент

при t дает уравнение jq20j + 2q20 = =
1
8

q5
0 − 2Cq0 j−1. В

результате определяются величины q20, p30 и продол-
жение другого типа:

q2 = −Cj−2 t̄ − 2Cq0 j−1 +
1

16
q5

0, t̄ = t − Q,

p3 =
1
4

Cj−3 t̄2 +
1
2

Cq0 j−2 t̄ −

− 4C2q−2
0 j−2 +

3
4

Cq2
0 j−1 − 1

64
q6

0.

При k = 3 определяются

q3 = −1
4

Cj−4 t̄3 − 1
2

Cq0 j−3 t̄2 +

+ (8C2q−2
0 j−3 − 3

4
Cq2

0 j−2)t̄ + q30(i, j),

p4 =
1

16
Cj−5 t̄4 +

1
8

Cq0 j−4 t̄3 +

+

(
− 3C2q−2

0 j−4 +
3

16
Cq2

0 j−3
)

t̄2 +
1
4

t̄q30j + p40(i, j).

Соотношение (10) уточняет представление

q30 = Q0 j−2 − Cq3
0 j−1 +

1
64

q7
0,

p40 =
1
4

Cj−3 − 1
2

Q0q0 j−2 +
1
2

Cq4
0 j−1 − 1

256
q8

0.

Расщепление по j коэффициента при t̄ приводит к
противоречию при степенях j−6 и j−4.

В случае 30 определяются величины:

q2 = −1
4

Cj−4 t̄3 − 1
2

Cq0 j−3 t̄2 +

+

(
2C2 j−3 − 3

4
Cq2

0 j−2
)

t̄ + q20(i, j), t̄ = t − CQ,

p3 =
1

16
Cj−5 t̄4 +

1
8

Cq0 j−4 t̄3 +

+

(
3

16
Cq2

0 j−3 − 3
4

C2 j−4
)

t̄2 +
1
4

t̄q20j + p30(i, j).

Уравнение (10) принимает вид:

p3(4p1 p2 − q2
1)− 4p3

2 − C2 j−4 p2 −

− p1

(
1
2

Cj−3 t̄ +
1
2

Cq0 j−2
)2

− p1q2
1 +

+ q1

(
− 1

2
C2 j−5 t̄ − 1

2
C2q0 j−4 + 2p2q2

)
= 0

с многочленом степени 6 по t в левой части равенства.
Коэффициенты многочлена при степенях 4,5,6 тож-

дествено равны нулю. Обнуление коэффициента при t̄3

дает уравнение jq2j + 2q20 = q3
0

(
1
8

q2
0− −Cj−1

)
⇒ q20 =

1
16

q5
0 − Cq3

0 j−1 + C2Q0 j−2.

Коэффициент при t̄2 определяет величину p30 =

C
(

C2+
1
4

)
j−3− 1

2
Q0C2q0 j−2+

5
16

Cq4
0 j−1− 1

64
q6

0.

Коэффициент при t̄ дает соотношение
C2q3

0(C
2 + 1) = 0 ⇒ q0 = 0.

Остается равенство C5 j−6Q2
0 = 0 ⇒ Q0 = 0.

Уравнения (2) и (3) определяют представления для
q3 и p4 какмногочленыпо t. Равенство (10) задаетсямно-
гочленом по t степени 12. Обнуление коэффициентов
определяет решение:

p0 = −1, q0 = 0, p1 = C(i)j−1 ̸= 0,

q1 = −Ct̄j−2, t̄ = t − Q(i), p2 =
1
4

Ct̄2 j−3 − C2 j−2,

q2 = −1
4

Ct̄3 j−4 + 2C2 t̄j−3,

p3 =
1
16

Ct̄4 j−5 − 3
4

C2 t̄2 j−4 + C
(

C2 +
1
4

)
j−3,

q3 = − 1
16

Ct̄5 j−6 + C2 t̄3 j−5 − 3C
(

C2 +
1
4

)
t̄j−4,

p4 =
1

64
Ct̄6 j−7 − 5

16
C2 t̄4 j−6 +

+
3
8

C
(

4C2 +
3
2

)
t̄2 j−5 − C2(C2 + 1)j−4.

В работе [9] доказано по индукции продолжение
решения для любого k.
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Рассмотрим продолжение решения цепочки нового
типа:

p0 = −1, q0(i), p1 = q1 = 0 ⇒ p2 = 0, q2 = q20(i, j).

Уравнения цепочки при k = 2 выполнены. Соотноше-
ния цепочки при k = 3 дают:

p3 =
1
4

tq20j + p30(i, j), q3 =
1
8

t2q20jj + tp30j + q30(i, j),

p4 =
1
96

t3q20jjj +
1
8

t2 p30jj +
1
4

tq30j + p40(i, j).

Соотношение (10) p4q2
2 + 4p3

3 = 2q2q3 p3 расщепляем
по переменной t и получим 4 равенства для определе-
ния величин q20, q30, p30, p40:

q2
20q20jjj + 6q3

20j = 6q20q20jq20jj ⇒ (q−1
20 )jjj = 0,

q2
20 p30jj + 6p30q2

20j = 2q20(2q30j p30j + p30q20jj) ⇒

⇒ (q−2
20 p30)jj = 0,

q2
20q30j + 12p2

30q20j = 2q20(q30q20j + 4p30 p30j) ⇒

⇒ (q−2
20 q30 − 4q−3

20 p2
30)j = 0,

q2
20 p40 + 4p3

30 = 2q20 p30q30.

Если q20 = 0, то q2 = p3 = 0, q3 = q30(i, j) — про-
должение нового типа.

Если q2 = q20 ̸= 0, то либо p3 = p30(i), q3 = q30(i),
p4 = p40(i), p40q2

20 = 2p30(q20q30−2p2
30) — продолжение

по типу 10, либо p3 ∼ jC(i) ̸= 0, q3 = Ct̄+4C2q−1
2 j2,

t̄ = t+C0(i), p4 = 2C2q−1
2 jt̄ + 4C3q−2

2 j3, q4 = C2q−1
2 t̄2 +

12C3q−2
2 j2 t̄ + q40(i, j), p5 = 3C3q−2

2 jt̄2 +
1
4

t̄q40j + p50(i, j).
Если q20j ̸= 0, то возможны два типа решений:
1) q20 ∼ C(i)j−1, p30 = C1(i)j−1 + C2(i)j−2,

q30 = Q(i)j−2 + 4C−1(C1 j−1 + C2
2 j−3),

p40 = 2C−2(C1 j−1 + C2 j−2)(CQj−1 + 2(C1 − C2 j−1)2);

2) q20 ∼ C(i)(j2 − C0(i))−1, p30 = (C1 j + C2)q20,

q30 = q20(C3q20 + 4(C1 j + C2)
2),

p40 = 2q20(C1 j + C2)(C3q20 + 2(C1 j + C2)
2).

Таким образом, продолжение решения нового ти-
па возможно с функциональной зависимостью от пере-
менной j. Например, при p3 = C(i)j ̸= 0 соотношения
цепочки при k = 4 дают:

q3 = Ct̄ + 4C2q−1
2 j2, t̄ = t + q30(i),

p4 = 2C2q−1
2 jt̄ + 4C3q−2

2 j3,

q4 = 2C2q−1
2 t̄2 + 12C3q−2

2 j2 t̄ + 16C4q−3
2 j4,

p5 = 3C3q−2
2 jt̄2 + 16C4q−3

2 j3 t̄ + 16C5q−4
2 j5.

Покажем, что существует решение переопределен-
ной цепочки (2), (3), (10) по типу 10а): p0 = −1, q0(i),
p1(i), q1(i), 4p1 + q2

0 ̸= 0, (p2(i) + p2
1)(4p1 + q2

0) = (q1 +

q0 p1)
2, q2(i), 4p1 p2 ̸= q2

1, (p1 p3(i) − p2
2)(4p1 p2 − q2

1) =

(q2 p1 − q1 p2)
2 ⇒ 4p2

1 ̸= q0q1.
При k = 3, 4p2 p3 ̸= q2

2 ⇒ 4p2
2 ̸= q1q2, q3(i), (p2 p4(i)−

p2
3)(4p2 p3 − q2

2) = (p2q3 − q2 p3)
2. Пусть pk(i), qk(i),

4pk pk−1 ̸= q2
k−1, (pk−1 pk+1(i) − p2

k)(4pk pk−1 − q2
k−1) =

(pk−1qk − qk−1 pk)
2. Тогда qk+1(i, j), 4p′k+2 = qk+1,j ⇒

pk+2 =
1
4

tqk+1,j + pk+2,0(i, j), pk+2(4pk+1 pk − q2
k) =

4p3
k+1 + pkq2

k+1 − 2qkqk+1 pk+1. Если 4pk+1 pk ̸= q2
k ⇔ 4p2

k ̸=
qkqk−1, то расщепление по t дает qk+1(i), pk+2(i). Дока-
зали по индукции утверждение.

Лемма 2. Существует решение цепочки переопре-
деленных равенств (2), (3), (10) вида p0 = −1, q0(i),
pk(i), qk(i), k = 1, 2, ... Величины pk+1(i) определяются
из равенств (pk+1 pk−1 − p2

k)(4pk−1 pk − q2
k−1) = (pk−1qk −

qk−1 pk)
2 с условиями для p1, qk: 4pk−1 pk ̸= q2

k−1 ⇔
4p2

k ̸= qkqk−1, 4p1 + q2
0 ̸= 0.

Получим решение цепочки по типу 20:

p0 = −1, q0(i) ̸= 0, p1 = −1
4

q2
0, q1 =

1
4

q3
0,

p2 = − 1
16

q4
0, q2 =

1
16

q5
0, p3(i, j). Пусть pk = − 1

4k q2k
0 ,

qk =
1
4k q2k+1

0 , pk+1(i, j). Тогда qk+1 = tpk+1,j + qk+1,0,

pk+2 =
1
8

t2 pk+1,0jj +
1
4

tqk+1,0j + pk+2,0(i, j), (pk pk+2 −
p2

k+1)(4pk pk+1 − q2
k) = (pkqk+1 − qk pk+1)

2. Если 4pk pk+1 =

q2
k, то pk+1 = − 1

4k+1 q2k+2
0 , qk+1 =

1
4k+1 q2k+3

0 , pk+2(i, j) и
индукционный переход доказан.

Лемма 3. Существует решение цепочки переопре-
деленных равенств (2), (3), (10) вида p0 = −1, q0(i),

pk(i) = − 1
4k q2k

0 , qk(i) =
1
4k q2k+1

0 , k = 1, 2, ...

Переход с решения по типу 10(20) на решение по
типу 20(10) возможен с некоторого номера k. Решение,
зависящее от переменной j, цепочки переопределенных
равенств, возможно, но для этого надо проверять бес-
конечное число условий совместности (10). Появление
таких решений возможно, начиная с любого номера k,
т.е. неограниченное множество.

Для решений цепочки переопределенных ра-
венств (2), (3), (10) равенства (6) принимают вид:

x⃗k+3(p′2k−1 + q2
k−1 − 4pk pk−1) =

= x⃗k+2(p′k−1(p′′k−1−2pk)−2pk−1 p′k+q′k−1qk−1)+

+Ox⃗k+2(2qk pk−1+qk−1(p′′k−1−2pk)−q′k−1 p′k−1)−

− x⃗k+1(qkqk−1 + 2pk(p′′k−1 − 2pk)− p′k p′k−1) +

+ Ox⃗k+1(2pkq′k−1 − qk p′k−1 − qk−1 p′k).

(11)

Для доказательства надо применить операторO к
равенству (6), исключитьOx⃗k+3: (α2

1 + β2
1)x⃗k+3 = (α1α0 +

β1β0)x⃗k+2 + (β0α1 − α0β1)Ox⃗k+2, а коэффициенты вы-
числить в силу равенства (9) и тождества nx⃗k+1 =
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m(x⃗k+2 cosφ− Ox⃗k+2 sinφ), n = |⃗xk+2|, m = |⃗xk+1|, x⃗k+2 ·
x⃗k+1 = mn cosφ, x⃗k+2 · Ox⃗k+1 = mn sinφ.

4. Полиномиальные решения
Далее рассмотрим точные решения системы (1).

При выводе формул (4), (5), (6) предполагалось x⃗k+2 ̸= 0.
Рассмотрим решения, когда нарушается это условие, т.е.
решение — многочлен степени n по переменной t:

x⃗ = P⃗n(t) = tnD⃗n + ... + D⃗0,

где D⃗k — функции переменных i и j. Подстановка пред-
ставления решения в систему (1) дает тождества по пе-
ременной t:

tnD⃗nj + · · ·+ tkD⃗kj + · · ·+ D⃗0j =

= n(n − 1)tn−2OD⃗n + · · ·+

+ k(k − 1)tk−2OD⃗k + · · ·+ 2D⃗2,

(tnD⃗ni + · · ·+ tkD⃗ki + · · ·+ D⃗0i)×

× (n(n − 1)tn−2D⃗n + · · ·+ 2D⃗2) = −1, n > 1.

(12)

Расщепление по t векторного равенства (12) дает
представления для коэффициентов D⃗k в виде многочле-
нов по переменной j:

D⃗n = k⃗n(i) ̸= 0, D⃗n−1 = k⃗n−1(i), . . .

D⃗k = k⃗k(i) + · · ·+ (k + 2l) · · · (k + 1)
jl

l!
Ol⃗kk+2l + · · ·+

+

{ n···(k+1)
l1! jl1Ol1⃗ kn, n − 2l1 = k

(n−1)···(k+1)
l1! jl1Ol1⃗ kn−1, k + 1 = n − 2l1

, . . .

D⃗0 = k⃗0(i) + · · ·+ (2l)!
l!

jlOl⃗k2l + · · ·+

+

{
n!
l1! jl1Ol1⃗ kn, n = 2l1

(n−1)!
l1! jl1Ol1⃗ kn−1, n = 2l1 + 1

.

Расщепление по t скалярного равенства (12) дает
соотношения:

t2n−2 : D⃗ni · D⃗n = 0,

t2n−3 : (n − 2)D⃗ni · D⃗n−1 + nD⃗n−1,i · D⃗n = 0, . . .

t2n−l : D⃗ni · D⃗n−l+2(n − l + 2)(n − l + 1) + · · ·+

+D⃗n−k,i · D⃗n−l+k+2(n − l + k + 2)(n − l + k + 1) + · · ·+

+D⃗n−l+2,i · D⃗nn(n − 1) = 0, l < n,

tn : D⃗ni · D⃗22 + · · ·+ D⃗n−k,i · D⃗k+2(k + 2)(k + 1) + · · ·+

+ D⃗2i · D⃗nn(n − 1) = 0,

tn−1 : D⃗n−1,i · D⃗22 + D⃗n−2,i · D⃗36 + · · ·+

+D⃗1i · D⃗nn(n − 1) = 0, . . . ,

t0 : D⃗0i · D⃗2 = −1
2

.

Случай n = 2, x⃗ = t2D⃗2 + tD⃗1 + D⃗0:
D⃗2 = k⃗2(i) ̸= 0, D⃗1 = k⃗1(i),
D⃗0 = 2jO⃗k2 + k⃗0(i);
k⃗2 · k⃗2i = 0, k⃗2 · k⃗1i = 0,

k⃗2 · (2jO⃗k2i + k⃗0i) = −1
2
⇒ k⃗2i · O⃗k2 = 0,

k⃗2 · k⃗0i = −1
2
.

Отсюда следует k⃗2i = 0 ⇒ k⃗2 ∼ e⃗, e⃗2 = 1,

k⃗1 = α(i)O⃗e + K1⃗e, k⃗0 = β(i)O⃗e − 1
2

i⃗e ⇒

x⃗ ∼ (t2 − 1
2 i)⃗e + (tα(i) + 2j)O⃗e (13)

Случай n = 3, x⃗ = t3D⃗3 + t2D⃗2 + tD⃗1 + D⃗0:
D⃗3 = k⃗3(i) ̸= 0, D⃗2 = k⃗2(i),
D⃗1 = 6jO⃗k3 + k⃗1(i),
D⃗0 = 2jO⃗k2 + k⃗0(i); k⃗3 · k⃗3i = 0,
k⃗2 · k⃗3i + 3⃗k3 · k⃗2i = 0,
k⃗2 · k⃗2i + 3⃗k3 · (6jO⃗k3i + k⃗1i) = 0 ⇒ k⃗3i · O⃗k3 = 0,
k⃗2 · k⃗2i + 3⃗k3 · k⃗1i = 0 ⇒ k⃗3 ∼ e⃗,
k⃗2 · k⃗1i + 3⃗e · (2jO⃗k2i + k⃗0i) = 0 ⇒ k⃗2i = 0,
k⃗2 = K⃗2 = const,

k⃗2 · k⃗1i + 3⃗e · k⃗0i = 0, K⃗2 · k⃗0i = −1
2
.

Отсюда следует k⃗1i⃗e = 0 ⇒ k⃗1 = α(i)O⃗e + K1⃗e,
D⃗1 = (6j + α)O⃗e + K1⃗e,α ∼ 0, e⃗ · k⃗0i = 0 ⇒ k⃗0 = β(i)O⃗e + K0⃗e,

β′O⃗e · K⃗2 = −1
2
⇒ K⃗2 = K2⃗e + K⃗2O⃗e ̸= 0, β = −1

2
K̄−1

2 i + K̄0 ⇒

x⃗ ∼ (t3 − 2j)⃗e + (t2 + 6tj − 1
2 i)O⃗e. (14)

Случай n = 4, x⃗ = t4D⃗4 + t3D⃗3 + t2D⃗2 + tD⃗1 + D⃗0:
D⃗4 = k⃗4(i) ̸= 0, D⃗3 = k⃗3(i),
D⃗2 = 12jO⃗k4 + k⃗2(i),
D⃗1 = 6jO⃗k3 + k⃗1(i),
D⃗0 = −12j2O⃗k4 + 2jO⃗k2 + k⃗0(i),
k⃗4 · k⃗4i = 0,
k⃗3 · k⃗4i + 2⃗k4 · k⃗3i = 0 ⇒ e⃗ · k⃗3i = 0,
k⃗4i · (12jO⃗k4 + k⃗2) + 3⃗k3 · k⃗3i + 6⃗k4 · (12jO⃗k4i + k⃗2i) =

0 ⇒ k⃗4i · O⃗k4 = 0 ⇒ k⃗4 ∼ e⃗,
k⃗3i · (12jO⃗e+ k⃗2)+ 3⃗k2i · k⃗3 + 12⃗e · (6jO⃗k3i + k⃗1i) = 0 ⇒

k⃗3i · O⃗e = 0 ⇒ k⃗3 = K⃗3 = const, e⃗ · k⃗2i = 0,
K⃗3 · k⃗2i + 4⃗e · k⃗1i = 0 ⇒ k⃗2 = α(i)O⃗e + K2⃗e,
D⃗2 = (12j + α)O⃗e + K2⃗e ⇒ α ∼ 0, e⃗ · k⃗1i = 0,
t : k⃗1i(12jO⃗e + K⃗2) + 3⃗e⃗k0i = 0 ⇒ k⃗1 = K⃗= const,

e⃗ · k⃗0i = 0, k⃗0i · (12jO⃗e + K⃗2) = −1
2

⇒ k⃗0i · e⃗ = 0 ⇒

k⃗0 = K⃗0 = const ⇒ противоречие.
Случай n = 5, x⃗ = t5D⃗5 + t4D⃗4 + t3D⃗3 + t2D⃗2 + tD⃗1 +

D⃗0:
D⃗5 = k⃗5(i) ̸= 0, D⃗4 = k⃗4(i),
D⃗3 = 20jO⃗k5 + k⃗3(i),
D⃗2 = 12jO⃗k4 + k⃗2(i),
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D⃗1 = −60j2⃗k5 + 6jO⃗k3 + k⃗1(i),
D⃗0 = −12j2⃗k4 + 2jO⃗k2 + k⃗0(i),
t8 : k⃗5 · k⃗5i = 0,
t7 : 3⃗k4 · k⃗5i + 5⃗k5 · k⃗4i = 0 ⇒ e⃗ · k⃗4i = 0,
t6 : 3⃗k5i · (20jO⃗k5 + k⃗3) + 6⃗k4 · k⃗4i + 10⃗k5 · (20jO⃗k5i +

k⃗3i) = 0 ⇒ k⃗5i · O⃗k5 = 0 ⇒ k⃗5 ∼ e⃗,
3⃗k4 · k⃗4i + 5⃗e · k⃗3i = 0,
t5 : 3⃗k4i · (20jO⃗e + k⃗3) + 6⃗k3i · k⃗4 + 10⃗e · (12jO⃗k4i +

k⃗2i) = 0 ⇒ k⃗4i · O⃗e = 0 ⇒ k⃗4 = K⃗4 = const,
3K⃗4 · k⃗3i + 5⃗e · k⃗2i = 0,
e⃗ · k⃗3i = 0 ⇒ k⃗3 = α(i)O⃗e + K3⃗e,
D⃗3 = (20j + α)O⃗e + K3⃗e ⇒ α ∼ 0, e⃗ · k⃗2i = 0,
k⃗3 = K3⃗e,
t4 : 3K⃗4 · k⃗2i + 5⃗e · k⃗1i = 0,
t3 : 3⃗k2i · (20jO⃗e + k⃗3) + 6K⃗4 · k⃗1i + 10⃗e · (2jO⃗k2i +

k⃗0i) = 0 ⇒ k⃗2i · O⃗e = 0 ⇒ k⃗2 = K⃗2 = const,
3K⃗4 · k⃗1i + 5⃗e · k⃗0i = 0, e⃗ · k⃗1i = 0,
t2 : K⃗4 · k⃗0i = 0,
t : k⃗1i · (12jOK⃗4 + K⃗2) + 3⃗k0i · (20jO⃗e + K3⃗e) = 0,

t0 : k⃗0i · (12jOK⃗4 + K⃗2) = −1
2

⇒ k⃗0i · OK⃗4 = 0 ⇒

K⃗4 = 0, O⃗e · k⃗0i = 0, e⃗ · k⃗0i = 0 ⇒ k⃗0i = 0 противоречие.
Случай n > 5. Расщепление по t соотношений (12)

дает:
t2n−2 : k⃗n · k⃗ni = 0,
t2n−3 : (n− 2)⃗kn−1 · k⃗ni + n⃗kn · k⃗n−1,i = 0 ⇒ e⃗ · k⃗n−1,i =

0,
t2n−4 : (n − 2)(n − 3)(n(n − 1)jO⃗kn + k⃗n−2) · k⃗ni +

(n − 1)(n − 2)⃗kn−1 · k⃗n−1,i + n(n − 1)⃗kn · (n(n − 1)jO⃗kni +

k⃗n−2,i) = 0 ⇒ O⃗kn · k⃗ni = 0 ⇒ k⃗n ∼ e⃗, (n − 2)⃗kn−1 · k⃗n−1,i +

n⃗e · k⃗n−2,i = 0,
t2n−5 : (n − 2)(n − 3)(n(n − 1)jO⃗e + k⃗n−2) · k⃗n−1,i +

(n − 1)(n − 2)⃗kn−1 · k⃗n−2,i + n(n − 1)⃗e · ((n − 1)(n −
2)jO⃗kn−1,i + k⃗n−3,i) = 0 ⇒ O⃗e · k⃗n−1,i = 0 ⇒ k⃗n−1 =

K⃗n−1 = const, (n − 2)K⃗n−1 · k⃗n−2,i + n⃗e · k⃗n−3,i = 0,
e⃗ · k⃗n−2,i = 0 ⇒ D⃗2 = (n(n − 1)j + α)O⃗e + Kn−2⃗e,
k⃗n−2 = α(i)O⃗e + Kn−2⃗e ⇒ α ∼ 0, e⃗ · k⃗n−3,i = 0,
t2n−6 : (n − 2)K⃗n−1 · k⃗n−3,i + n⃗e · k⃗n−4,i = 0.
Пусть верно предположение (5 < l < n):
t2n−l: k⃗ki = 0, k = n, ..., n − l + 4, e⃗ · k⃗n−l+3,i = 0,

n⃗e · k⃗n−l+2,i + (n − 2)K⃗n−1 · k⃗n−l+3,i = 0.
Тогда имеем
t2n−l−1 : (n − 2)(n − 3)(n(n − 1)jO⃗e + K⃗n−2) ·

k⃗n−l+3,i + (n − 1)(n − 2)K⃗n−1 · k⃗n−l+2,i + n(n − 1)⃗e · ((n −
l + 3)(n − l + 2)jO⃗kn−l+3,i + k⃗n−l+1,i) = 0 ⇒ (l − 5)(2n −
l)O⃗e · k⃗n−l+3,i = 0 ⇒ k⃗n−l+3 = K⃗n−l+3 = const,

e⃗ · k⃗n−l+2,i = 0,
n⃗e · k⃗n−l+1,i + (n − 2)K⃗n−1 · k⃗n−l+2,i = 0.
Выполняется предположение индукции на следую-

щем шаге. Это верно для
l ⩽ n + 2 : k⃗ki = 0, k = n, ..., 2,
e⃗ · k1i = 0, n⃗e · k0i + (n − 2)K⃗n−1 · k1i = 0,

tn−3 : 2(n(n − 1)jO⃗e + K⃗n−2) · k1i + (n − 1)(n −
2)K⃗n−1 · k⃗0i = 0 ⇒ O⃗e · k1i = 0 ⇒ k1i = 0,

e⃗ · k⃗0i = 0, K⃗n−1 · k⃗0i = 0,
tn−4 : k⃗0i · (K⃗n−2 + n(n − 1)jO⃗e) = 0 ⇒ O⃗e · k⃗0i = 0 ⇒

k⃗0i = 0 противоречие.
Проделанные вычисления доказывают утвержде-

ние [4].
Теорема 1. Полиномиальные по времени решения

системы (1) могут иметь степень только 2 (13) и 3 (14) с
точностью до преобразований группы G.

5. Гармонические решения
В случае нулевых коэффициентов уравнения (6) в

силу решения переопределенной системы (2), (3), (10)
по типу 20: pk = −4−kq2k

0 , qk = 4−kq2k+1
0 , k = 1, 2, ...,

q0 = q0(i), p0 = −1имеем q2
0 x⃗2

k+1 = 4x⃗2
k+2, x⃗k+1 · x⃗k+2 = 0,

q0 x⃗2
k+1 = 2x⃗k+2 · Ox⃗k+1 ⇒ 2x⃗k+2 = q0Ox⃗k+1.
Отсюда следует

x⃗k+1 = C⃗(i, j) cos(αt) + OC⃗ sin(αt), 2α = q0.

Пусть для некоторого n решение систе-
мы (1) имеет гармоническое представление
x⃗(n+1) = C⃗1(i, j) cos(αt) + OC⃗1 sin(αt). Тогда интегриро-
ванием получим:

x⃗ = P⃗n(t) + C⃗(i, j) cos(αt) + OC⃗ sin(αt),

α
n+1C = (−1)lOlC1, n = 4k − 1 + l,

P⃗n = tnD⃗n + · · ·+ D⃗0(i, j).

(15)

Подстановка представления в систему (1) дает:

P⃗nj = OP⃗ntt, C⃗j + α
2OC⃗ = 0 ⇒

C⃗ = C(i)(⃗e0 sin(α2 j) + O⃗e0 cos(α2 j)) = C⃗e(α2 j),

e⃗2
0 = 1, e⃗0 = const, e⃗2 = 1,

x⃗ = P⃗n(t) + C(i)⃗e(α2 j − αt),(
P⃗ni+Ci⃗e−CO⃗e(2αj−t)α′

) (
P⃗ntt−Cα2⃗e

)
=−1⇒

Cα′(2αj − t)OP⃗ntt + Ci P⃗ntt = Cα2P⃗ni,

P⃗ni · P⃗ntt = α
2CC′ − 1 ⇒

C′ P⃗2
ntt = Cα2(CC′

α
2 − 1) ⇒ C′ ̸= 0, n ⩽ 2.

Если n ⩽ 1, то P⃗1 = tK⃗1 + K⃗0 ∼ 0,

x⃗ = C(i)⃗e(α2 j − αt), α2CC′ = 1. (16)

Если n = 2, то P⃗2 = t2D⃗2 + tD⃗1 + D⃗0, D⃗2j = 0,
D⃗1j = 0, D⃗0j = 2OD⃗2, 4D⃗2

2 = Cα2(α2CC′ − 1), Cα2(D⃗2it2 +

D⃗1it + D⃗0i) = 2C′D⃗2 + 2Cα′(2α− t)OD⃗2 ⇒ D⃗2 ∼ e⃗0, D⃗1 =

K⃗1 + (α−1)′O⃗e0, Cα2D⃗0i = 2C′⃗e0 + 4Cαα′ jO⃗e0 ⇒ α′ = 0,
α ∼ 1,

x⃗ ∼ e⃗0(t2 + 2 ln |C|) + 2jO⃗e0 + C⃗e(j − t),

i =
1
2

C2 − 4 ln |C|.
(17)

Теорема 2. Гармонические по времени решения
системы (1) могут быть только двух типов (16) и (17) с
точностью до преобразований группы G [4].
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6. Представления решений для
вспомогательных функций, зависящих
только от i
Рассмотрим цепочку равенств (11), где pk(i), qk(i).

Уравнение при k = 1 дифференцируем по t k− 1 раз, при
k = 2 k − 2 раза и т.д. при k − 1 один раз. В результате
получим k линейных однородных уравнений для вели-
чин x⃗k+3,Ox⃗k+2, x⃗k+1, которые должны иметь ненулевое
решение. Значит, ранг матрицы из коэффициентов про-
дифференцированных уравнений не больше двух. Если
ранг равен 2, то от системы остается лишь два незави-
симых уравнения:

αn x⃗n+3 + βnOx⃗n+2 + γn x⃗n+1 = 0,

αm x⃗n+3 + βmOx⃗n+2 + γm x⃗n+1 = 0.

Если αnβm − αmβn ̸= 0, то x⃗n+3 = βx⃗n+1, Ox⃗n+2 =
αx⃗n+1. Отсюда следует равенство βx⃗n+1 = −α2 x⃗n+1 ⇒
β = −α2, x⃗n+3 = −α2 x⃗n+1. Полученное уравнение за-
дает гармоническое представление решения, рассмот-
ренное выше.

Если αnβm − αmβn = 0, то ранг матрицы равен 1
и есть только одно независимое уравнение Ox⃗n+2 =
αx⃗n+3 + βx⃗n+1 ⇒ Ox⃗n+3 = αx⃗n+4 + βx⃗n+2, Ox⃗n+1 =

αx⃗n+2 + βx⃗n + C⃗(i, j) ⇒

α2 x⃗n+4 + (2αβ+ 1)x⃗n+2 + β2 x⃗n = −βC⃗. (18)

При β = 0 уравнение (18) задает гармоническое пред-
ставление решения. Экспоненциальное решение eλt ли-
нейного однородного уравнения (18) имеет характери-
стические числа

λ
2 =

1
2α2

(
−2αβ− 1 ±

√
4αβ+ 1

)
.

При 4αβ+ 1 = 0 двухкратные мнимые характери-

стические числа λ2 = −1
4
α−2 задают представление ре-

шения линейно растущих гармоник

x⃗ = P⃗n(t) +
(

C⃗1t + C⃗2

)
sin

t
2α

+

+
(

C⃗3t + C⃗4

)
cos

t
2α

.
(19)

При 4αβ + 1 = µ2 характеристические числа λ =

±µ∓ 1
2α

√
−1 задают бигармоническое представление ре-

шения

x⃗ = P⃗n(t) + C⃗1 cos
(
µ− 1

2α
t
)
+

+ C⃗2 sin
(
µ− 1

2α
t
)
+

+ C⃗3 cos
(
µ+ 1

2α
t
)
+ C⃗4 sin

(
µ+ 1

2α
t
)

.

(20)

При 4αβ+ 1 = −µ2 характеристические числа λ =

±µ∓
√
−1

2α
задают представление решения экспоненци-

ально растущих гармоник

x⃗ = P⃗n(t) +
(

C⃗1e
µt
2α + C⃗2e−

µt
2α

)
sin

t
2α

+

+
(

C⃗3e
µt
2α + C⃗4e−

µt
2α

)
cos

t
2α

.
(21)

Лемма 4. Цепочка векторных равенств (11), где
pk(i), qk(i), имеет следующие представления решений
по времени: гармонические (15), линейно растущие гар-
моники (19), бигармонические (20), экспоненциально
растущие гармоники (21) [4].

7. Линейно растущие гармоники

Подставим представление решений (19) в виде ли-
нейно растущих гармоник в систему (1). Линейное
векторное равенство расщепляем по гармоническим

функциям и времени C⃗1j = − 1
4α2 OC⃗1, C⃗3j = − 1

4α2 OC⃗3,

C⃗2j = − 1
α

OC⃗3 −
1

4α2 OC⃗2, C⃗4j =
1
α

OC⃗1 −
1

4α2 OC⃗4.

Решение представим в виде

C⃗1 ∼ n1(i)⃗e
(

j
4α2

)
,

C⃗3 = n3(i)⃗e
(

j
4α2 − φ3(i)

)
,

C⃗2 = − 1
α

jOC⃗3 + n2(i)⃗e
(

j
4α2 − φ2(i)

)
,

C⃗4 =
1
α

jOC⃗1 + n4(i)⃗e
(

j
4α2 − φ4(i)

)
,

(22)

где e⃗(ψ) = e⃗0 sinψ + O⃗e0 cosψ, e⃗ψ = −O⃗e, e⃗(j − φ) =
e⃗(j) cosφ + O⃗e(j) sinφ.

Равенства (1) после расщепления по гармониче-
ским функциям сводится к соотношениям:

P⃗nj = OP⃗ntt,

P⃗ni ·
(

1
α

C⃗1 −
1

4α2

(
C⃗3t + C⃗4

))
=

= P⃗ntt ·
(

tα′

2α2

(
C⃗1t + C⃗2

)
−

(
C⃗3t + C⃗4

)
i

)
,

P⃗ni ·
(

1
α

C⃗3 +
1

4α2

(
C⃗1t + C⃗2

))
=

= P⃗ntt ·
(

tα′

2α2

(
C⃗3t + C⃗4

)
+

(
C⃗1t + C⃗2

)
i

)
;

(23)

2
(

P⃗ni · P⃗ntt + 1
)
=

((
C⃗1t + C⃗2

)
i
+

+
tα′

2α2

(
C⃗3t+C⃗4

))(
1
α

C⃗3+
1

4α2

(
C⃗1t+C⃗2

))
−

−
((

C⃗3t + C⃗4

)
i
− tα′

2α2

(
C⃗1t + C⃗2

))
×

×
(

1
α

C⃗1 −
1

4α2

(
C⃗3t + C⃗4

))
;

(24)
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((
C⃗1t + C⃗2

)
i
+

tα′

2α2

(
C⃗3t + C⃗4

))
×

×
(

1
α

C⃗1 −
1

4α2

(
C⃗3t + C⃗4

))
=

=

((
C⃗3t + C⃗4

)
i
− tα′

2α2

(
C⃗1t + C⃗2

))
×

×
(

1
α

C⃗3 +
1

4α2

(
C⃗1t + C⃗2

))
,((

C⃗1t + C⃗2

)
i
+

tα′

2α2

(
C⃗3t + C⃗4

))
×

×
(

1
α

C⃗3 +
1

4α2

(
C⃗1t + C⃗2

))
=

=

((
C⃗3t + C⃗4

)
i
− tα′

2α2

(
C⃗1t + C⃗2

))
×

×
(
− 1
α

C⃗1 +
1

4α2

(
C⃗3t + C⃗4

))
.

(25)

Расщепляя по t соотношения (25), получим:

α
′C⃗1 · C⃗3 = 0, α′

(
C⃗2

1 − C⃗2
3

)
= 0,(

C⃗1 · C⃗3

)
i
=
α′

α2

(
C⃗1 · C⃗2 − C⃗3 · C⃗4

)
,(

C⃗2
1 − C⃗2

3

)
i
+ 2

α′

α2

(
C⃗1 · C⃗4 + C⃗2 · C⃗3

)
= 0,(

C⃗2
1 − C⃗2

3

)
i
− 1

2α

(
C⃗2 · C⃗3 + C⃗1 · C⃗4

)
i
+

+
α′

4α3

(
C⃗2

2−C⃗2
4

)
+
α′

α2

(
C⃗1 · C⃗4+C⃗2 · C⃗3

)
=0,

1
2α

(
C⃗1 · C⃗2 − C⃗3 · C⃗4

)
i
+ 2

(
C⃗1 · C⃗3

)
i
+

+
α′

4α3 C⃗2 · C⃗4 +
α′

α2

(
C⃗3 · C⃗4 − C⃗1 · C⃗2

)
= 0,

C⃗1 · C⃗2i − C⃗3 · C⃗4i =
1

4α

(
C⃗2 · C⃗4

)
i
,

C⃗1 · C⃗4i + C⃗3 · C⃗2i +
1

8α

(
C⃗2

2 − C⃗2
4

)
i
= 0.

(26)

Если α′ ̸= 0, то C⃗1 · C⃗3 = 0, C⃗2
1 = C⃗2

3 ⇒ n1n3 cosφ3 =

0, n2
1 = n2

3 ⇒ φ3 =
π

2
, n1 = n3 ̸= 0, C⃗1 = n(i)⃗e

(
j

4α2

)
,

C⃗3 = OC⃗1, C⃗4 = OC⃗2, C⃗2 =
j
α

C⃗1 + n2(i)⃗e
(

j
4α2 − φ2

)
.

Соотношения (23) приводятся к виду:

P⃗ni · A⃗ + P⃗ntt · OB⃗ = 0,

P⃗ni · OA⃗ = P⃗ntt · B⃗, P⃗nj = OP⃗ntt,

A⃗ = a⃗e + bO⃗e
(

j
4α2

)
,

a =
n1

α
+

n2 sinφ2

4α2 ,

b = − 1
4α2

(
n1

(
t +

j
α

)
+ n2 cosφ2

)
,

B⃗ = a1⃗e + b1O⃗e
(

j
4α2

)
,

a1 =

(
n1

(
t +

j
α

)
+ n2 cosφ2

)
i
−

− α′

2α2

(
t +

j
α

)
n2 sinφ2,

b1 = (n2 sinφ2)i +

+
α′

2α2

(
t +

j
α

)(
n1

(
t +

j
α

)
+ n2 cosφ2

)
.

Отсюда и из (24) следуют равенства:

aP⃗ni − b1P⃗ntt = bOP⃗ni + a1OP⃗ntt,

P⃗ni · P⃗ntt + 1 = ab1 − ba1 ⇒

(ab1 − ba1)P⃗2
ntt = (a2 + b2)(ab1 − ba1 − 1),

(ab1 − ba1)P⃗2
ni = (a2

1 + b2
1)(ab1 − ba1 − 1).

(27)

Сравнивая старшие степени t, получим n = 3,
D⃗3 = K⃗3 — постоянный вектор, P⃗3 = K⃗3t3 + k2(i)t2+

+t(6jOK⃗3 + k⃗1(i)) + 2jO⃗k2 + k⃗0(i).
Векторное равенство (27) расщепляем по степе-

ням t:

t3 : O⃗k′2 = 12α′K⃗3 ⇒ k⃗2 = −12αOK⃗3 + K⃗2,

jt2 : K⃗3 = 0 ⇒ k⃗2 = K⃗2, t2 : O⃗k′1 = 4α′K⃗2 ⇒

D⃗1 = k⃗1 = −4αOK⃗2 + K⃗1, D⃗0 = 2jOK⃗2 + k⃗0(i),

P⃗ni · P⃗ntt = 2K⃗2 · k⃗′0.

Скалярное равенство (27) расщепляемпо степеням t+
j
α

и j,
(

t +
j
α

)2
: αn′

1 + 2n1α
′ = 0 ⇒ n1α

2 = C — постоян-

ная, j
(

t +
j
α

)
: α′n1 = 0 — противоречие.

Пусть α′ = 0 ⇒ α ∼ 1
2
. Соотношения (22) прини-

мают вид:

C⃗1 = n1(i)⃗e(j),

C⃗3 = n3(i)(⃗e cosφ3 + O⃗e sinφ3),

C⃗2 = e⃗(2jn3 cosφ3 + n2 cosφ2)+

+O⃗e(−2jn3 cosφ3 + n2 sinφ2),

C⃗4 = e⃗n4 cosφ4 + O⃗e(2jn1 + n4 sinφ4),

2C⃗1 − C⃗3t − C⃗4 = a1⃗e(j) + a2O⃗e,

2C⃗3 + C⃗1t + C⃗2 = a3⃗e + a4O⃗e,

a1 = 2n1 − tn3 cosφ3 − n4 cosφ4,

a2 = −tn3 sinφ3 − 2n1 j − n4 sinφ4,

a3 = 2n3 cosφ3 + tn1 + 2jn3 sinφ3 + n2 cosφ2,

a4 = 2n3 sinφ3 − 2jn3 cosφ3 + n2 sinφ2,

C⃗3t + C⃗4 = b1⃗e + b2O⃗e,

C⃗1t + C⃗2 = b3⃗e + b4O⃗e,

b1 = tn3 cosφ3 + n4 cosφ4,

b2 = tn3 sinφ3 + 2n1 j + n4 sinφ4,
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b3 = tn1 + 2jn3 sinφ3 + n2 cosφ2,

b4 = −2jn3 cosφ3 + n2 sinφ2.

Соотношения (23) принимают вид:

2(P⃗ni · P⃗ntt + 1) = a3b3i + a4b4i − a1b1i − a2b2i,

(a1P⃗ni + b1i P⃗ntt) · e⃗ + (a2P⃗ni + b2i P⃗ntt) · O⃗e = 0,

(a3P⃗ni − b3i P⃗ntt) · e⃗ + (a4P⃗ni − b4i P⃗ntt) · O⃗e = 0.

Пользуясь формулой e⃗(j) = e⃗0 sin j + O⃗e0 cos j, рас-
щепляем эти соотношения по sin j и cos j. Получим си-
стему линейных однородных уравнений для величин
P⃗ni · e⃗0, P⃗ni · O⃗e0, P⃗ntt · e⃗0, P⃗ntt · O⃗e0 с матрицей

M =

∥∥∥∥∥∥∥∥
a1 a2 b1i b2i
−a2 a1 −b2i b1i
a3 a4 −b3i −b4i
−a4 a3 b4i −b3i

∥∥∥∥∥∥∥∥ .

Если определитель △ матрицы M не равен нулю, то
P⃗ni = 0, P⃗ntt = 0, P⃗nj = 0 ⇒ P⃗n ∼ 0.

Уравнение a3b3i + a4b4i − a1b1i − a2b2i = 2 расщепля-
ем по t и j: n2

1 + n2
3 = const. Первые 4-е уравнения в (26)

дают n1n3 cosφ3 = const, n2
1 − n2

3 = const. Значит, вели-
чины n1, n3,φ3—постоянные. Дальнейшее расщепление
по t и j приводит к соотношениям:

n1n2 cosφ2 + n3n4 cos(φ3 − φ4) = K3,

n1n4 sinφ4 + n3n2 sin(φ3 − φ2) = K4,

i =
1
4

(
n2

2 + n2
4

)
− n1n4 cosφ4 + n3n2 cos(φ2 − φ3).

Соотношения (26) после расщепления по j интегри-
руются:

n1n4 cosφ4 + n3n2 cos(φ2 − φ3) = K1,

n1n2 cosφ2 − n3n4 cos(φ3 − φ4) = K2,

n2
4 − n2

2 = N0, n2n4 cos(φ2 − φ4) = N1,

n1n2 sinφ2 − n3n4 sin(φ4 − φ3) = N3,

n2n3 sin(φ2 − φ1) + n1n4 sinφ4 = N4,

где Ki, Ni — постоянные. Отсюда следует

n2 cosφ2 = const, n4 cosφ4 cosφ3 = const,

n4 sinφ4 = const, n2 sinφ2 cosφ3 = const.

Непостоянное решение возможно лишь при φ3 =
π

2
,

n2
1 = n2

3, n2
2 = n2

4, φ2 =
π

2
, φ4 = 0 ⇒ n1 ∼ −1, n3 ∼ 1,

n2 = n4 = m(i).
В результате получим решение

x⃗ = (t − 2j)O⃗e(j − t) + m(i)⃗e(j − t),
1
2

m2 + 2m = i,

для которого△ = 0, что противоречит сделанному пред-
положению. Следовательно решение может быть более
общим при△ = 0. Расщепляем это равенство по t и j, t4 :∣∣∣∣∣∣∣∣

−n3 cosφ3 −n3 sinφ3 (n3 cosφ3)
′ (n3 sinφ3)

′

n3 sinφ3 −n3 cosφ3 −(n3 sinφ3)
′ (n3 cosφ3)

′

n1 0 −n′
1 0

0 n1 0 −n′
1

∣∣∣∣∣∣∣∣=
= (n1n′

3 − n3n′
1)

2 + n2
3φ

′2
3 = 0.

Такое же равенство получится при расщеплении по
j4. Если n3 = 0, то выписанные соотношения приводят к
противоречию. Если n3 ̸= 0, то φ3, n1, n3 — постоянные.

Соотношения (26) после расщепления по j приво-
дятся к уравнениям:

(n2n4 cos(φ2 − φ4))
′ = 0,

(n2
2 − n2

4)
′ = 0,

n3 cosφ3(n2 cosφ2)
′ + n3 sinφ3(n2 sinφ2)

′ +

+ n1(cosφ4)
′ = 0,

n1(n2 cosφ2)
′ − n3 cosφ3(n4 cosφ4)

′ −
− n3 sinφ3(n4 sinφ4)

′ = 0,

n1(n2 sinφ2)
′ + n3 sinφ3(n4 cosφ4)

′ −
− n3 cosφ3(n4 sinφ4)

′ = 0,

n3 sinφ3(n2 cosφ2)
′ −

− n3 cosφ3(n2 sinφ2)
′ − n1(n4 sinφ4)

′ = 0.

Получили линейную однородную систему для ве-
личин (n2 cosφ2)

′, (n2 sinφ2)
′, (n4 cosφ4)

′, (n4 sinφ4)
′.

Нулевое решение приводит к противоречию. Ну-
левой определитель системы дает соотношение
(n2

1 − n2
3)

2 + 4n2
1n2

3 cos2 φ3 = 0 ⇒ n2
1 = n2

3 ̸= 0, cosφ3 =
0 ⇒ φ3 = π

2 , n3 ∼ 1, n1 ∼ −1.
От системы остается два уравнения:

(n2 cosφ2)
′ + (n4 sinφ4)

′ = 0,

(n2 sinφ2)
′ = (n4 cosφ4)

′.

Соотношение △ = 0 сводится к уравнению
n2

2 + n2
4 − 2n2n4 sin(φ2 − φ4) = 0. Интегрируя уравнения

n2 cosφ2 + n4 sinφ4 = M1, n2 sinφ2 − n4 cosφ4 = M2, по-
лучим M2

1 + M2
2 = 0, cos(φ2 − φ4) = 0, т.к. n2

2 + n2
4 ̸= 0 ⇒

φ2 =
π

2
+ φ(i), φ4 = φ(i), n2 = n4 = m(i). Остаются со-

отношения (23):

P⃗nj = OP⃗ntt,

P⃗ni · P⃗ntt + 1 = (t − 2j)(m sinφ)′ + 2(m cosφ)′ + mm′,

(2 + m cosφ)P⃗ni · e⃗0 + (t − 2j + m sinφ)P⃗ni · O⃗e0 =

= (m cosφ)′ P⃗ntt · e⃗0 + (m sinφ)′ P⃗ntt · O⃗e0,

(2 + m cosφ)P⃗ni · O⃗e0 − (t − 2j + m sinφ)P⃗ni · e⃗0 =

= (m cosφ)′ P⃗ntt · O⃗e0 − (m sinφ)′ P⃗ntt · e⃗0.

Два последних равенства представим в вектор-
ном виде (A⃗ − OB⃗) · e⃗0 = 0, (A⃗ − OB⃗) · O⃗e0 = 0 ⇒
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A⃗ = OB⃗, где A⃗ = (2 + m cosφ)P⃗ni − (m cosφ)′ P⃗ntt,
B⃗ = (t − 2j + m sinφ)P⃗ni − (m sinφ)′ P⃗ntt.

Рассмотрим линейные векторные равенства
для полинома P⃗n = tnD⃗n + · · ·+ D⃗0(i, j). Расщепле-
ние по t дает уравнения на коэффициенты по-
линома D⃗nj = 0, D⃗n−1,j = 0, D⃗n−2,j = n(n −
1)OD⃗n, . . . , D⃗1j = 6OD⃗3, D⃗0j =2OD⃗2, tn+1 : D⃗ni = 0,
tn : D⃗n−1,i = 0 ⇒ D⃗n = K⃗n, D⃗n−1 = K⃗n−1 — постоянные,
tn−1 : D⃗n−2,i = 0 ⇒ D⃗n−2 = n(n − 1)jOK⃗n + K⃗n−2, tn−2 :
−OD⃗n−3,i =n(n−1)[(m cosφ)′K⃗n−(m sinφ)′OK⃗n], D⃗n−3,j =

(n − 1)(n − 2)OK⃗n−1 ⇒ D⃗n−3 = n(n − 1)× (m cosφOK⃗n+

m sinφK⃗n) + (n − 1)(n − 2)jOK⃗n−1+ K⃗n−3, D⃗n−4 =

−1
2

j2n(n − 1)(n − 2)(n − 3)K⃗n+ j(n − 2)(n − 3)OK⃗n−2 +

k⃗n−4(i), jtn−3 : (m cosφ)′K⃗n = (m sinφ)′OK⃗n ⇒ K⃗n = 0
при n > 3.

Пусть n = 3, P⃗3 = t3D⃗3 + t2D⃗2 + tD⃗1 + D⃗0(i, j),
D⃗3 = k⃗3(i), D⃗2 = k⃗2(i), D⃗1 = 6jO⃗k3 + k⃗1(i), D⃗0 =

2jO⃗k2 + k⃗0(i). Другое линейное уравнение A⃗ = OB⃗:
(2 + m cosφ)[t3⃗k′3 + t2⃗k′2 + t(6jO⃗k′3+ k⃗′1) + 2jO⃗k′2 + k⃗′0] −
(t − 2j + m sinφ)[t3O⃗k′3 + t2O⃗k′2+ t(−6 j⃗k′3+O⃗k′1) − 2 j⃗k′2+
O⃗k′0] = (m cosφ)′(6t⃗k3 + 2⃗k2)− (m sinφ)′(6tO⃗k3 + 2O⃗k2)
расщепляем по t:
t4 : O⃗k′3 = 0 ⇒ k⃗3 = K⃗3, t3 : O⃗k′2 = 0 ⇒
k⃗2 = K⃗2, t2 : O⃗k′1 = 0 ⇒ k⃗1 = K⃗1,
t : −O⃗k′0 = 6[(m cosφ)′K⃗3 − (m sinφ)′OK⃗3],
t0 : (2 + m cosφ)⃗k′0 + (2j − m sinφ),
O⃗k′0 = 2(m cosφ)′K⃗2 − 2(m sinφ)′OK⃗2, j : O⃗k′0 = 0 ⇒
k⃗0 = K⃗0 ⇒ K⃗2 = K⃗3 = 0,
P⃗1 = tK⃗1 + K⃗0 ∼ 0.

Остается уравнение

1 = (t − 2j)(m sinφ)′ + 2(m cosφ)′ + mm′.

Получаем решение

x⃗ = (t − 2j)O⃗e(j − t) + m(i)⃗e(j − t − φ(i)),

i = 2m cosφ+
1
2

m2, m sinφ = C,
(28)

где C — постоянная. Если C = 0, то φ = 0, i = 2m +
1
2

m2

получается ранее полученное частное решение.
Теорема 3. Решения системы (1) в виде линейно

растущих по времени гармоник (19) определены фор-
мулами (28) с точностью до преобразований группы G.

8. Бигармонические решения
Подставим представление решения (20) x⃗ = P⃗n(t) +

C⃗1 cos(λ1t) + C⃗2 sin(λ1t) + C⃗3 cos(λ2t) + C⃗4 sin(λ2t), λ1 ̸=
λ2, λ1(i) ̸= 0, λ2(i) ̸= 0 в систему (1). Линейное векторное
равенство расщепляем по гармоникам C⃗1j = −λ2

1OC⃗1,
C⃗2j = −λ2

1OC⃗2, C⃗3j = −λ2
2OC⃗3, C⃗4j = −λ2

2OC⃗4 ⇒ C⃗1 ∼
n1(i)⃗e(λ2

1 j), C⃗2 = n2(i)⃗e(λ2
1 j − φ2(i)), C⃗3 = n3(i)⃗e(λ2

2 j −
φ3(i)), C⃗4 = n4(i)⃗e(λ2

2 j − φ4(i)). Нелинейное равен-
ство (1) расщепляем по линейно независимым гармони-
кам cos(λlt), sin(λlt), cos(2λlt), sin(2λlt), cos(λ1t) cos(λ2t),

cos(λ1t) sin(λ2t), cos(λ2t) sin(λ1t), sin(λ1t) sin(λ2t):

(C⃗2
2 − C⃗2

1)i = 4λ′1tC⃗1 · C⃗2,

(C⃗1 · C⃗2)i + λ
′
1t(C⃗2

2 − C⃗2
1) = 0,

(C⃗2
4 − C⃗2

3)i = 4λ′2tC⃗3 · C⃗4,

(C⃗3 · C⃗4)i + λ
′
2t(C⃗2

4 − C⃗2
3) = 0,

λ
2
2C⃗3(C⃗1i + λ

′
1tC⃗2) + λ

2
1C⃗1(C⃗3i + λ

′
2tC⃗4) = 0,

λ
2
2C⃗4(C⃗1i + λ

′
1tC⃗2) + λ

2
1C⃗1(C⃗4i − λ

′
2tC⃗3) = 0,

λ
2
2C⃗3(C⃗2i − λ

′
1tC⃗1) + λ

2
1C⃗2(C⃗3i + λ

′
2tC⃗4) = 0,

λ
2
1C⃗2(C⃗4i − λ

′
2tC⃗3) + λ

2
2C⃗4(C⃗2i − λ

′
1tC⃗1) = 0,

(29)

λ
2
1C⃗1 · P⃗ni = (C⃗1i + λ

′
1tC⃗2) · P⃗ntt,

λ
2
1C⃗2 · P⃗ni = (C⃗2i − λ

′
1tC⃗1) · P⃗ntt,

λ
2
2C⃗3 · P⃗ni = (C⃗3i + λ

′
2tC⃗4) · P⃗ntt,

λ
2
2C⃗4 · P⃗ni = (C⃗4i − λ

′
2tC⃗3) · P⃗ntt.

(30)

Остаются равенства

P⃗nj = OP⃗ntt, 4(P⃗ni · P⃗ntt + 1) =

= λ
2
1(n

2
1 + n2

2)i + λ
2
2(n

2
3 + n2

4)i.
(31)

Подставляя выражениядля C⃗l, l = 1, 2, 3, 4 вполучен-
ные равенства (29), расщепляем их по переменным j и t:

(n2
2 − n2

1)
′=0, λ′1n1n2 cosφ2=0,

(n2
4 − n2

3)
′=0, λ′2n3n4 cos(φ4 − φ3)=0,

(n1n2 cosφ2)
′=0, λ′1(n

2
2 − n2

1)=0,

(n3n4 cos(φ4 − φ3))
′=0, λ′2(n

2
4 − n2

3)=0,

n1n3(λ2λ
′
1 − λ1λ

′
2)=0, n1n3φ

′
3=0,

λ
2
2n3n′

1 + λ
2
1n1n′

3=0,

λ
2
2λ

′
1n2n3 sinφ2 + λ

2
1λ

′
2n1n4 sin(φ3 − φ4)=0,

λ
2
2λ

′
1n2n3 cosφ2 + λ

2
1λ

′
2n1n4 cos(φ3 − φ4)=0,

n1n4(λ2λ
′
1 − λ1λ

′
2) = 0, n1n4φ

′
4=0,

λ2
2n4n′

1 + λ2
1n1n′

4=0,

λ
2
2λ

′
1n2n4 sinφ2 + λ

2
1λ

′
2n1n3 sin(φ3 − φ4)=0,

λ
2
2λ

′
1n2n4 cosφ2 − λ

2
1λ

′
2n1n3 cos(φ4 − φ3)=0,

n2n3(λ2λ
′
1 − λ1λ

′
2)=0, n2n3(λ

2
1φ

′
3 − λ

2
2φ

′
2)=0,

λ
2
2n3n′

2 + λ
2
1n2n′

3=0,

λ
2
2λ

′
1n1n3 sinφ2 + λ

2
1λ

′
2n2n4 sin(φ3 − φ4)=0,

λ
2
2λ

′
1n1n3 cosφ2 − λ

2
1λ

′
2n2n4 cos(φ3 − φ4)=0,

n2n4(λ2λ
′
1 − λ1λ

′
2)=0, n2n4(λ

2
1φ

′
4 − λ

2
2φ

′
2)=0,

λ
2
1n2n′

4 + λ
2
2n4n′

2=0,

λ
2
1λ

′
2n2n3 sin(φ4 − φ3)− λ

2
2λ

′
1n1n4 sinφ2=0,

λ
2
1λ

′
2n2n3 cos(φ4 − φ3) + λ

2
2λ

′
1n1n4 cosφ2=0.

(32)
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Если λ1λ
′
2 ̸= λ2λ

′
1, то n1n4 = n1n3 = n2n4 = n2n3 = 0.

Если n1 = 0, то n2 ̸= 0, n3 = n4 = 0 получим гармо-
ническое представление рассмотренное ранее. Значит
λ2 = Cλ1, где постоянная C ̸= 0 или ±1. Если λ′1 ̸= 0,
то из полученных равенств (32) следует n2

2 = n2
1 ̸= 0,

n2
4 = n2

3 ̸= 0, φ2 =
π

2
, φ4 = φ3 +

π

2
, φ′3 = φ′4 = 0,

n2 = N1n1, n4 = N2n3, n3nC2

1 = N0, N2 = CN1, C2 = 1
формируется гармоническое представление. Таким об-
разом, λ1, λ2 — постоянные, не равные нулю, λ1 ̸= λ2.
Равенства (30) равносильны следующим, если расще-
пить их по гармоническим функциям:

λ
2
1n1P⃗ni = n′

1P⃗ntt,

λ
2
1n2P⃗ni − n′

2P⃗ntt + n2φ
′
2OP⃗ntt = 0,

λ
2
2n3P⃗ni − n′

3P⃗ntt + n3φ
′
3OP⃗ntt = 0,

λ
2
2n4P⃗ni − n′

4P⃗ntt + n4φ
′
4OP⃗ntt = 0.

(33)

Отсюда следуют равенства λ2
1n1P⃗ni · P⃗ntt = n′

1P⃗2
ntt, λ

2
1n2P⃗ni ·

P⃗ntt = n′
2P⃗2

ntt, λ
2
2n3P⃗ni · P⃗ntt = n′

3P⃗2
ntt, λ

2
2n4P⃗ni · P⃗ntt = n′

4P⃗2
ntt.

Так как n2
1 + n2

2 ̸= 0, n2
3 + n2

4 ̸= 0, то можно предпо-
ложить n1 ̸= 0, n3 ̸= 0 ⇒ φ′3 = 0, (n2n′

1 − n′
2n1)P⃗2

ntt = 0,
(n4n′

3 − n′
4n3)P⃗2

ntt = 0. Если P⃗ntt ̸= 0, то n2 = K1n1,
n4 = K2n3, n3 = N3|n1|−k, k = λ2

2λ
−2
1 , N3 ̸= 0. Можно

считать φ′2 = 0, φ′4 = 0. Тогда отсюда и из (33) имеем
P⃗ni = n′

3λ
−2
2 n−1

3 P⃗ntt = −n′
1λ

−2
1 n−1

1 P⃗ntt = n′
1λ

−2
1 n−1

1 P⃗ntt ⇒
n′

1 = 0, P⃗ni = 0 и все величины nl, φl — постоянны. По-
лучили противоречивое равенство (31). Значит, должно
быть P⃗ntt = 0 ⇒ P⃗ni = P⃗nj = 0 ⇒ P⃗n ∼ 0.

Из равенств (31) и (32) следует n4 = K2n3, n2 = K1n1,
K1, K2, φ2, φ3, φ4 — постоянные, |n1|λ

−2
1 |n3|λ

−2
2 ∼ 1, 4i =

λ2
1(1 + K2

1)n
2
1 + λ2

2(1 + K2
2)n

2
3, λ

2
1 + λ2

2 ∼ 1 .
Теорема 4. Бигармоническое по времени решения

системы (1) имеет вид:

x⃗ = n1(i)[⃗e(λ2
1 j) cos(λ1t) +

+ K1⃗e(λ2
1 j − φ2) sin(λ1t)] +

+ n3(i)[⃗e(λ2
2 j − φ3) cos(λ2t) +

+ K2⃗e(λ2
2 j − φ4) sin(λ2t)].

(34)

с точностью до преобразований группы G.

9. Экспоненциальнорастущие гармоники
Подставим представление решения (21) x⃗ = P⃗n(t) +

(C⃗1eµt + C⃗2e−µt) sin(λ(i)t) + (C⃗3eµt + C⃗4e−µt) cos(λ(i)t) в
систему (1). Линейное векторное равенство расщепляем
по гармоническим функциям и экспонентам:

P⃗nj = OP⃗ntt,
C⃗1j = (µ2 − λ2)OC⃗1 − 2λµOC⃗3,

C⃗3j = (µ2 − λ2)OC⃗3 + 2λµOC⃗1,

C⃗2j = (µ2 − λ2)OC⃗2 + 2λµOC⃗4,

C⃗4j = (µ2 − λ2)OC⃗4 − 2λµOC⃗2.

(35)

Линейная однородная система для векторов C⃗2, C⃗4
получится из аналогичной системы для C⃗1, C⃗3 заменой
индексов 1 → 4, 3 → 2, поэтому достаточнонайти общее
решение уравнений (35) для C⃗1, C⃗3. Характеристическое
уравнение для решений вида eκj имеет 4 различных соб-
ственных числа (две пары комплексно сопряженных)
κ2
± = (2λµ±

√
−1(µ2 − λ2))2.

Вычисляя собственные функции, получим общее
решение

C⃗1 = (C⃗1,1e2λµj + C⃗1,2e−2λµj) cos(µ2 − λ
2)j +

+ O(C⃗1,1e2λµj + C⃗1,2e−2λµj) sin(µ2 − λ
2)j,

C⃗3 = O(C⃗1,1e2λµj − C⃗1,2e−2λµj) cos(µ2 − λ
2)j −

− (C⃗1,1e2λµj − C⃗1,2e−2λµj) sin(µ2 − λ
2)j,

C⃗2 = O(C⃗4,1e2λµj − C⃗4,2e−2λµj) cos(µ2 − λ
2)j −

− (C⃗4,1e2λµj − C⃗4,2e−2λµj) sin(µ2 − λ
2)j,

C⃗4 = (C⃗4,1e2λµj + C⃗4,2e−2λµj) cos(µ2 − λ
2)j +

+ O(C⃗4,1e2λµj + C⃗4,2e−2λµj) sin(µ2 − λ
2)j.

Здесь вектор-функции C⃗1,1, C⃗1,2, C⃗4,1, C⃗4,2 зависят от i.
Вычисляя производные x⃗i, x⃗tt, подставим их в скаляр-
ное уравнение (1). Расщепляем уравнение по линейно
независимым гармоническим функциям sin(λt), cos(λt),
sin(2λt), cos(2λt), а затем по e2µt, e−2µt и t. Получим ос-
новные равенства для коэффициентов C⃗1, C⃗2, C⃗3, C⃗4:

(C⃗2
1 − C⃗2

3)(λi(µ
2 − λ

2) + 2λµµi) +

+ 2C⃗1 · C⃗3(µi(µ
2 − λ

2)− 2λµλi) = 0,

(µ2 − λ
2)(C⃗1 · C⃗3)i + λµ(C⃗2

1 − C⃗2
3)i = 0,

(C⃗2
2 − C⃗2

4)(λi(µ
2 − λ

2) + 2λµµi)−

− 2C⃗2 · C⃗4(µi(µ
2 − λ

2)− 2λµλi) = 0,

(µ2 − λ
2)(C⃗2 · C⃗4)i + λµ(C⃗2

4 − C⃗2
2)i = 0,

(λi(µ
2 − λ

2)− 2λµµi)(C⃗1 · C⃗2 − C⃗3 · C⃗4) = 0,

(µ2 − λ
2)(C⃗1 · C⃗4 + C⃗2 · C⃗3)i +

+ 2λµ(C⃗1 · C⃗2i − C⃗2 · C⃗1i + C⃗4 · C⃗3i − C⃗3 · C⃗4i) = 0,

(C⃗2
3 − C⃗2

1)(µi(µ
2 − λ

2)− 2λµλi) +

+ 2C⃗1 · C⃗3(λi(µ
2 − λ

2) + 2λµµi) = 0,

(µ2 − λ
2)(C⃗2

3 − C⃗2
1)i + 4λµ(C⃗1 · C⃗3)i = 0,

(C⃗2
4 − C⃗2

2)(2λµλi − µi(µ
2 − λ

2)) +

+ 2C⃗2 · C⃗4(λi(µ
2 − λ

2) + 2λµµi) = 0,

(µ2 − λ
2)(C⃗2

4 − C⃗2
2)i − 4λµ(C⃗2 · C⃗4)i = 0,

(λi(µ
2 − λ

2)− 2λµµi)(C⃗2 · C⃗3 − C⃗1 · C⃗4) = 0,

(µ2 − λ
2)(C⃗3 · C⃗4 − C⃗1 · C⃗2)i +

+ 2λµ(C⃗1 · C⃗4i − C⃗4 · C⃗1i + C⃗3 · C⃗2i − C⃗2 · C⃗3i) = 0,
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(µ2 − λ
2)(C⃗2

1 + C⃗2
3)i + 4λµ(C⃗1 · C⃗3i − C⃗3 · C⃗1i) = 0,

(µ2 − λ
2)(C⃗2

2 + C⃗2
4)i + 4λµ(C⃗4 · C⃗2i − C⃗2 · C⃗4i) = 0,

(µi(µ
2 − λ

2) + 2λµλi)(C⃗2
1 + C⃗2

3) = 0,

(µi(µ
2 − λ

2) + 2λµλi)(C⃗2
2 + C⃗2

4) = 0;

P⃗ni · ((µ2 − λ
2)C⃗1 − 2λµC⃗3) +

+ P⃗ntt · (C⃗1i + µitC⃗1 − λitC⃗3) = 0,

P⃗ni · ((µ2 − λ
2)C⃗3 + 2λµC⃗1) +

+ P⃗ntt · (C⃗3i + µitC⃗3 + λitC⃗1) = 0,

P⃗ni · ((µ2 − λ
2)C⃗2 + 2λµC⃗4) +

+ P⃗ntt · (C⃗2i − µitC⃗2 − λitC⃗4) = 0,

P⃗ni · ((µ2 − λ
2)C⃗4 − 2λµC⃗2) +

+ P⃗ntt · (C⃗4i − µitC⃗4 + λitC⃗2) = 0;

−2(P⃗ntt · P⃗ni + 1) =

= (C⃗1i + µitC⃗1 − λitC⃗3) · ((µ2 − λ
2)C⃗2 + 2µλC⃗4) +

+ (C⃗2i − µitC⃗2 − λitC⃗4) · ((µ2 − λ
2)C⃗1 − 2µλC⃗3) +

+ (C⃗3i + µitC⃗3 + λitC⃗1) · ((µ2 − λ
2)C⃗4 − 2µλC⃗2) +

+ (C⃗4i − µitC⃗4 + λitC⃗2) · ((µ2 − λ
2)C⃗3 + 2µλC⃗1).

Отсюда следует равенство µi(µ
2 − λ2) + 2λµλi = 0 ⇒

µ2 + λ2 = Kµ, K ̸= 0 — постоянная, если µ2
i + λ2

i ̸= 0.
В этом случае из основных равенств следует C⃗1 · C⃗3 = 0,
C⃗2

1 = C⃗2
3, C⃗2 · C⃗4 = 0, C⃗2

2 = C⃗2
4 ⇒ C⃗3 = OC⃗1, C⃗4 = −OC⃗2

и C⃗1 · C⃗2 = C⃗3 · C⃗4, C⃗2 · C⃗3 + C⃗1 · C⃗4 = 0 ⇒ C⃗1 · C⃗2 = 0,
C⃗2 · OC⃗1 = 0 ⇒ C⃗2 = C⃗4 = 0, C⃗1,2 = 0, C⃗1 = e2λµjc(i)⃗e(φ−
(µ2 − λ2)j).

Из основных равенств следует (µ2 − λ2)(C⃗2
1)i =

4λµC⃗1i · OC⃗1. Подстановка уточненного представления
для C⃗1, расщепление по j дает соотношения: c′(µ2 −
λ2) + 2µλcφ′ = 0, (µ2 − λ2)(µλ)′ = µλ(µ2 − λ2)′ ⇒ µ2 −
λ2 = Nµλ, N — постоянная, µ2 + λ2 = Kµ ⇒, µ, λ —
постоянные. Противоречие. Значит в основных равен-
ствах надо считать µi = λi = 0. Представим коэффи-
циенты решения в виде: C⃗1,1 = c1,1⃗e(φ1,1(i)), C⃗1,2 =

c1,2⃗e(φ1,2(i)), C⃗4,1 = c4,1⃗e(φ4,1(i)), C⃗4,2 = c4,2⃗e(φ4,2(i)) ⇒
C⃗1 = e2λµjc1,1⃗e1,1 + e−2λµjc1,2⃗e1,2, C⃗3 = e2λµjc1,1O⃗e1,1 −
e−2λµjc1,2O⃗e1,2, C⃗4 = e2λµjc4,1⃗e4,1 + e−2λµjc4,2⃗e4,2, C⃗2 =

e2λµjc4,1O⃗e4,1 − e−2λµjc4,2O⃗e4,2, где e⃗1,1 = e⃗(φ1,1 − (µ2 −
λ2)j), e⃗1,2 = e⃗(φ2,1 − (µ2 − λ2)j), e⃗4,1 = e⃗(φ4,1 − (µ2 − λ2)j),
e⃗4,2 = e⃗(φ4,2 − (µ2 − λ2)j).

Подстановка в основные равенства и расщепление
по j приводит к равенствам:

(c1,1c1,2)
′ = 0, c1,1c1,2(φ

′
1,1 − φ

′
1,2) = 0,

(c4,1c4,2)
′ = 0, c4,1c4,2(φ

′
4,1 − φ

′
4,2) = 0;

(µ2 − λ
2)c′1,1 + 2λµc1,1φ

′
1,1 = 0,

(µ2 − λ
2)c′1,2 = 2λµc1,2φ

′
1,2,

(µ2 − λ
2)c′4,1 + 2λµc4,1φ

′
4,1 = 0,

(µ2 − λ
2)c′4,2 = 2λµc4,2φ

′
4,2,

(µ2−λ2)c1,1c4,1(φ
′
1,1−φ′4,1)+2λµ(c1,1c′4,1−c4,1c′1,1)=0,

(µ2−λ2)c1,2c4,2(φ
′
1,2−φ′4,2)+2λµ(c4,2c′1,2 − c1,2c′4,2)=0;

(µ2 − λ
2)P⃗ni + φ

′OP⃗ntt = 0, φ = φ1,1,φ1,2,φ4,1,φ4,2;

0 = P⃗ni · P⃗ntt + 1 + (µ2 − λ
2)

(−c1,1c4,2 sin(φ4,2 − φ1,1) + c1,2c4,1 sin(φ4,1 − φ4,2))i +

+ 2λµ(c1,1c4,2 cos(φ4,2 − φ1,1) + c1,2c4,1 cos(φ4,1 − φ4,2))i.

Если µ2 ̸= λ2, κ = 2λµ(µ2 − λ2)−1, то c1,1 =
K1,1e−κφ1,1 , c1,2 = K1,2eκφ1,2 , c4,1 = K4,1e−κφ4,1 , c4,2 =
K4,2eκφ4,2 , K1,1K1,2(φ

′
1,2 − φ′1,1) = 0, K1,1K4,1(φ

′
4,1 − φ′1,1) =

0, K1,2K4,2(φ
′
4,2 − φ′1,2) = 0, K4,1K4,2(φ

′
4,2 − φ′4,1) = 0.

Если все постоянные K1,1, K1,2, K4,1, K4,2 не равны
нулю, то все значения углов одинаковые φ1,1 = φ1,2 =

φ4,1 = φ4,2 = φ(i) ∼ 0 ⇒ C⃗li = 0, l = 1, 2, 3, 4, x⃗i = P⃗ni = 0
противоречие.

Различные углы возможны лишь для двух эквива-
лентных случаев K1,1 = K4,2 = 0, φ1,2 ̸= φ4,1, K1,2 ̸= 0,
K4,1 ̸= 0 и K1,2 = K4,1 = 0, φ1,1 ̸= φ1,2, K1,1 ̸= 0, K4,2 ̸= 0.

Из основных равенств следует в первом случае

(µ2 − λ
2)P⃗ni + φ

′
1,2OP⃗ntt = 0,

(µ2 − λ
2)P⃗ni + φ

′
4,1OP⃗ntt = 0 ⇒ P⃗ni = P⃗ntt = 0,

−2 = (µ2 − λ
2)(C⃗l · C⃗2 + C⃗3 · C⃗4)i +

+ 2λµ(C⃗l · C⃗4 − C⃗2 · C⃗3)i,

где C⃗1 = K1,2e−2λµj+κφ1,2 e⃗1,2, C⃗3 = −OC⃗1, e⃗1,2 = e⃗(φ1,2 −
(µ2 − λ2)j), C⃗2 = OC⃗4, C⃗4 = K4,1e2λµj−κφ4,1 e⃗4,1, e⃗4,1 =
e⃗(φ4,1 − (µ2 − λ2)j).

Решение принимает вид:

x⃗ = K1,2e−2λµj+κφ1,2+µt⃗e(φ1,2 − (µ2 − λ
2)j − λt +

π

2
) +

+ K4,1e2λµj−κφ4,1−µt⃗e(φ4,1 − (µ2 − λ
2)j − λt).

С помощью преобразований эквивалентности из
группы G оно приводится к виду:

x⃗ = e−σ sin 2θ[e−j sin 2θ−t sin θ e⃗(t cos θ+

+ (j + σ) cos 2θ) +

+ ej sin 2θ+t sin θ e⃗(t cos θ+ (j − σ) cos 2θ)
]
,

−e2σ sin 2θ = 2σ′(i) sin(2σ cos 2θ+ 4θ)),

(36)

где θ ̸= 0,
π

4
— постоянная; σ(i) — функция перемен-

ной i [9].
Рассмотрим случай

µ
2 = λ

2, µ ∼ 1, λ ∼ 1 ⇒

x⃗ = P⃗n(t)+(C⃗1 sin t+C⃗3 cos t)et+(C⃗2 sin t+C⃗4 cos t)e−t,

C⃗1 = C⃗1,1e2j + C⃗1,2e−2j,
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C⃗3 = OC⃗1,1e2j − OC⃗1,2e−2j,

C⃗2 = OC⃗4,1e2j − OC⃗4,2e−2j,

C⃗4 = C⃗4,1e2j + C⃗4,2e−2j.

Основные равенства принимают вид:

C⃗1 · C⃗1i = C⃗3 · C⃗3i, C⃗1 · C⃗3i = 0, C⃗3 · C⃗1i = 0;

C⃗4 · C⃗4i = C⃗2 · C⃗2i, C⃗2 · C⃗4i = 0, C⃗4 · C⃗2i = 0,

C⃗3 · C⃗2i − C⃗4 · C⃗1i + C⃗1 · C⃗4i − C⃗2 · C⃗3i = 0,

C⃗1 · C⃗2i − C⃗2 · C⃗1i + C⃗4 · C⃗3i − C⃗3 · C⃗4i = 0,

(37)

2C⃗1 · P⃗ni + C⃗3i · P⃗ntt, 2C⃗3 · P⃗ni = C⃗1i · P⃗ntt,

2C⃗2 · P⃗ni = C⃗4i · P⃗ntt, 2C⃗4 · P⃗ni + C⃗2i · P⃗ntt = 0,

−1 − P⃗ni · P⃗ntt = (C⃗1 · C⃗4 − C⃗2 · C⃗3)i =

= 2(C⃗1,1 · C⃗4,2 + C⃗1,2 · C⃗4,1)
′.

(38)

Расщепление равенств (37) по j приводит к соот-
ношениям:

C⃗′
1,1 · OC⃗1,1 = 0, C⃗′

1,2 · OC⃗1,2 = 0,

C⃗′
1,1 · OC⃗1,2 = C⃗′

1,2 · OC⃗1,1,

(C⃗1,1 · C⃗1,2)
′ = 0, C⃗′

4,1 · OC⃗4,1 = 0,

C⃗′
4,2 · C⃗4,2 = 0, C⃗′

4,1 · OC⃗4,2 = C⃗′
4,2 · OC⃗4,1,

(C⃗4,1 · C⃗4,2)
′ = 0, C⃗′

1,1 · C⃗4,1 = C⃗′
4,1 · C⃗1,1,

C⃗′
4,1 · OC⃗1,1 + C⃗′

1,1 · OC⃗4,1 = 0,

C⃗′
1,2 · C⃗4,2 = C⃗′

4,2 · C⃗1,2,

C⃗′
4,2 · OC⃗1,2 + C⃗′

1,2 · OC⃗4,2 = 0.

(39)

Один из коэффициентов не равен нулю, например,
C⃗1,1 = c(i)⃗e(φ(i)) ̸= 0. Тогда из (39) следуют равен-
ства φ = φ0 — постоянная, C⃗1,2 = c2⃗e(φ2), Kφ′2 = 0,
cc2 = K — постоянная; C⃗4,1 = b1(i)⃗e(φ3(i)), b1φ

′
3 = 0;

C⃗4,2 = b(i)⃗e(φ4(i)), bφ′4 = 0, (b1b)′ = 0; c′b1 = cb′1 ⇒
c−1b1 = B1 — постоянная, K(cb)′ = 0, B1(cb)′ = 0,
B1φ

′
3 = 0.
Равенства (38) приводят к соотношениям

P⃗ni =
1
2

c−1c′OP⃗ntt, (bc)′OP⃗ntt = 0,

−1
2

i = cb cos(φ4 − φ0) + KB1 cos(φ3 − φ2).

Если K ̸= 0, то cb = B2 — постоянная, B1φ
′
3 = 0,

B2φ
′
4 = 0, φ′2 = 0 и равенство −1

2
i = B2 cos(φ4 − φ0) +

KB1 cos(φ3 −φ2) противоречиво для любых значений B1

и B2. Значит, K = 0, −1
2
= cb cos(φ4 − φ0) ̸= 0, φ′4 = 0,

cb ̸= const ⇒ B1 = 0, P⃗ntt = 0 ⇒ P⃗nj = P⃗ni = 0 ⇒
P⃗n ∼ 0, C⃗1 = c(i)e2 j⃗e(φ0), C⃗3 = OC⃗1, C⃗4 = b(i)e−2 j⃗e(φ4),
C⃗2 = −OC⃗4.

Получаем решение

x⃗ = cet+2jO⃗e(t + φ0) + be−t−2jO⃗e(t + φ4),

2bc cos(φ0 − φ4) + i = 0,

которое преобразованиями из группы G подобно сле-
дующему

x⃗∼ et+2 j⃗e(t+θ)+b(i)e−t−2 j⃗e(t), 2b sin θ= i, (40)

где θ — постоянная, не равная нулю.
Теорема 5.Решения системы (1) в виде экспоненци-

ально растущих по времени гармоник (21) определены
формулами (36) и (40) с точностью до преобразований
группы G.

10. О возможности существования
решений для вспомогательных
функций общего вида

Для случая 30 решенийцепочки уравненийдля вспо-
могательных функций уравнение (11) при k = 1 прини-
мает вид:

j⃗x(4) =
1
2

t̃Ox⃗′′′ + C(i)x⃗′′. (41)

При k = 2 уравнение (11) является продифференциро-
ванным по t уравнением (41). Уравнение (41) интегри-
руем по t дважды и по j в силу (1):

2 j⃗xj + t̃⃗x′ − 2x⃗ − 2COx⃗ =

= 2t̃Oα⃗(i, j) + 2O⃗β(i, j) = 2⃗γ0(i, t̃) ⇒ α⃗j = β⃗j = 0.

Общее решение представляется в виде
x⃗ = y⃗ + t̃⃗γ(i) + δ⃗(i), где y⃗ удовлетворяет однородно-
му уравнению. Замена переменных y⃗(i, j, t̃) = ⃗̃y(i, t̃, s),
s = t̃−2 j приводит к системе из обыкновенных диф-
ференциальных уравнений t̃⃗ỹt̃ = 2⃗ỹ + 2CO⃗̃y. Общее
решение имеет вид:

⃗̃y = t̃2(C⃗1(i, s) sin(2C ln |t̃|)− OC⃗1(i, s) cos(2C ln |t̃|)).

Подстановка общего решения x⃗ в векторное урав-
нение (1), расщепление по гармоническим функциям
дает уравнение: C⃗1s = 2OA⃗, A⃗ = (1 − 2C2)C⃗1 + 3COC⃗1 −
sC⃗1s − 4CsOC⃗1s + 2s2C⃗1ss. Скалярное уравнение (1) при-
нимает вид:

1 + C⃗1s · OB⃗ = (t̃⃗γ′ + δ⃗
′ − γ⃗Q′)×

× (OC⃗1s sin(2C ln |t̃|) + C⃗1s cos(2C ln |t̃|)),

B⃗= t̃2(C⃗1i + 2C′ ln |t̃|OC⃗1)− 2t̃Q′(C⃗1 + COC⃗1 − sC⃗1s).

Расщепление по t приводит к противоречивому равен-
ству 1 = t̃2C⃗1i · C⃗1s.

Новый тип продолжения p0 = −1, q0(i), pk = qk = 0,
k = 1, 2, ... задает равенства

x⃗i · x⃗′′ = −1 ⇒ x⃗′i · x⃗′′ + x⃗i · x⃗′′′ = 0,

x⃗i · Ox⃗′′′ − x⃗′i · Ox⃗′′ = q0 ⇒
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x⃗′′2 x⃗′i + q0Ox⃗′′ − (x⃗i · Ox⃗′′)Ox⃗′′′ = x⃗′′′,

x⃗(k)i · x⃗(k+2) = 0 ⇒ x⃗(k+1)
i · x⃗(k+2) = −x⃗(k)i · x⃗(k+3),

x⃗(k+1)
i · Ox⃗(k+2) = x⃗(k)i · Ox⃗(k+3) ⇒

(x⃗(k+2))2 x⃗(k+1)
i = (x⃗(k)i · Ox⃗(k+2))Ox⃗(k+3).

При k = 1 имеем

(x⃗′′′)2 x⃗′′i = (x⃗′i · Ox⃗′′′)Ox⃗(4) ⇒

(x⃗′′′)2 x⃗′′′i + 2(x⃗′′′ · Ox⃗(4))x⃗′′i =

= (x⃗′i · Ox⃗′′′)Ox⃗(5) + (x⃗′i · Ox⃗′′′)′Ox⃗(4).

При k = 2 имеем (x⃗(4))2 x⃗′′′i = (x⃗′′i Ox⃗(4))Ox⃗(5) =

(x⃗′′)−2(x⃗(4))2(x⃗′iOx⃗′′′)Ox⃗(5). Отсюда получим

((x⃗′′′)2)′(x⃗′i · Ox⃗′′′) = (x⃗′′′)2(x⃗′i · Ox⃗′′′)′ ⇒

x⃗′i · Ox⃗′′′ = α(i, j)(x⃗′′)2 ⇒ x⃗′i = α(i, j)Ox⃗′′′ ⇒

x⃗i = αx⃗j + β⃗(i, j), β⃗ · x⃗′′ = −1, β⃗ · Ox⃗′′′ = q0 ⇒

β⃗ · Ox⃗′′ = q0t + γ(i, j) = β⃗ · x⃗j, β⃗ · Ox⃗j = 1 ⇒

β⃗
2 x⃗j = −O⃗β+ (q0t + γ)⃗β.

Отсюда следует x⃗′′i = x⃗′′j = 0 ⇒ x⃗(4) = 0полиномиальное
представление решения, рассмотренное ранее.

Аналогичное заключение можно сделать для лю-
бого типа продолжения нового типа. Итак, получились
решения (13), (14), (16), (17), (28), (34), (36), (40).

11. Движения газа полученных решений
10. Полиномиальное решение (13) задает движение

в стационарной системе координат O⃗e0, e⃗0: x = tα(i)+ 2j,

y = t2 − 1
2

i. В начальный момент времени t = 0 опреде-
ляются зависимости j и i: x(0) = ξ = 2j, y(0) = η =

−1
2

i. Решение представляем в виде x = tα(−2η) + ξ,

y = t2 + η, i = 2t2 − 2y. Мировые линии не пересекают-
ся. Траектории частиц — параболы. Получам разворот
потока вдоль оси y.

20. Полиномиальное решение (14) в координатах

таково x = t2 + 6tj − 1
2

i, y = t3 − 2j. При t = 0 опре-

деляем зависимости i = −2ξ, j = −1
2
η, x = t2 − 3tη+ ξ,

y = t3 + η, i = 6t4 + 2t2 − 2x − 6ty. Траектория частицы
y = y(x), заданной начальным положением ξ⃗, имеет

точку минимума xm = ξ− 9
4
η2, ym =

27
8
η3 + η и две точ-

ки перегиба при t = 0, x⃗0 = ξ⃗ и при t = 3η, x1 = ξ,
y1 = η(27η2 + 1), в которых меняется выпуклость. Полу-
чаем разворот потока вдоль оси x.

30. Гармоническое решение (16) x⃗=C(i)⃗e(α2 j−tα(i)),
α2CC′ = 1 при t = 0 определяет зависимости i, j от
ξ⃗ = C(i)⃗e(α2 j). Движение частицы с радиус-вектором ξ⃗
происходит по окружности |⃗x| = |⃗ξ| = C с постоянной

скоростью −α(i), согласованной с радиусом окружно-
сти: arg x⃗ = arg ξ⃗ − tα.

40. Гармоническое решение (17) x⃗ = (t2+

+2 ln |C|)⃗e0 + 2jO⃗e0 + C(i)⃗e(j − t), i =
1
2

C2 − 4 ln |C| при
t = 0 определяет зависимости j, C от ξ⃗: ξ⃗ = (2 ln |C| +
C cos j)⃗e0 + (2j + C cos j)O⃗e0. Движение частицы x⃗ =

ξ⃗+ t2⃗e0 + C(⃗e(j − t)− e⃗(j)), x⃗t(0) = CO⃗e(j) определяется
начальным вектором ξ⃗, вектором t2⃗e0 на прямой l, пер-
пендикулярной вектору O⃗e0 из точки ξ⃗, движением с
постоянной скоростьюпо окружностиm радиусаC с цен-
тром сдвинутым на вектор −C⃗e(j) от точки ξ⃗. Траекто-
рия колеблется возле прямой l. Отстоит от l на величину
не более, чем C(1− cos j) с одной стороны и на величину
C(1 + cos j) с другой стороны. Пересекает l при t1, когда
l пересекает m. Две ветви траектории при t > 0 и t < 0
гладко примыкают в начальной точке. Происходит отра-
жение сгущающихся частиц от среды с изменяющимся
термодинамическим потенциалом i(ξ, η).

50. Линейно растущие гармоники (28) x⃗ = (t−
−2j)O⃗e(j − t) + m(i)⃗e(j − t −φ(i)), i = 2m cosφ+

1
2

m2,
m sinφ = C = const при t = 0 определяют зависимости
j,m и φ от начальной точки ξ⃗ = x⃗(0) = −2O⃗e(j) + m⃗e(j −
φ). Закон движения представим в виде x⃗ = Λ(−t)(⃗ξ+
tO⃗e(j)), x⃗t(0) = O⃗ξ+ O⃗e(j). Здесь вектор ξ⃗+ tO⃗e(j) на
прямой поворачивается на угол −t вокруг начала. Ча-
стица двигается по линейно растущей спирали вокруг
начальной точки. Происходит разворот сгущающихся
частиц в среде i(ξ, η). Начало x⃗ = ξ⃗ = 0 стоит на месте.

60. Бигармоническое решение (34) рассмотрим при
K1=K2=0: x⃗ = n⃗e(λ2 j) cos(λt) + n−λ−2

e⃗(j − φ) cos t, 4i =
λ2n2 + n−2λ−2

, где λ,φ—постоянные. При t = 0 определя-
ются зависимости n, j от ξ⃗ = n⃗e(λ2 j) + n−λ−2

e⃗(j − φ). Дви-
жение частицы x⃗ = ξ⃗ cos t + n⃗e(λ2 j)(cos(λt)− cos t) име-
ет ограниченную траекторию |⃗x| < |⃗ξ|+ 2n. В коорди-
натной системе O⃗e(λ2 j), e⃗(λ2 j) имеем движение части-
цы x̃ = ξ̃ cos t, ỹ = n cos(λt) + (η̃ − n) cos t по траекто-

рии ỹ = x̃
η̃− n
ξ̃

+ n cos
(
λ arccos

x̃
ξ̃

)
, на которой долж-

ны быть две точки остановки при t = πk, k = 0, 1, 2, ...
(x⃗t = 0). Отсюда следует λ = 2, 3, . . . При λ = 2 из
начальной точки происходит колебание по параболе

ỹ = 2n
(

x̃
ξ̃

)2
+ (η̃ − n)

x̃
ξ̃
− n между точками (ξ̃, η̃) и

(−ξ̃, 2n − η̃).
70. Экспоненциально растущие гармоники (36)

рассмотрим при θ =
π

2
: x⃗ = e−t⃗e(−j − σ) + et⃗e(σ− j),

i = i0 − cos(2σ). При t = 0 начальная точка задается век-
тором ξ⃗ = 2 cos σ cos jO⃗e0 − 2 cos σ sin j⃗e0 с полярными
координатами ξ = r cosφ = 2 cos σ cos j, η = r sinφ =
−2 cos σ sin j ⇒ r = 2| cos σ|, φ = −j. При t = 0 все ча-
стицы находятся внутри круга радиуса 2. Движение на-
чальной точки представим в виде x⃗ = 2 cosh t cos σ⃗e(φ)−
2 sinh t sin σO⃗e(φ) = = x̃O⃗e(φ) + ỹ⃗e(φ). В координатной
системе O⃗e(φ), e⃗(φ) траектория начальной точки — ги-
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пербола
ỹ2

r2 − x̃2

4 − r2 = 1 с асимптотами x̃ = ±ỹ tanα,

tanα =
√

4r−2 − 1. Получаем схождение частиц по ги-
перболам до конечного круга (r ⩽ 2) и расхождение с
разворотом на угол 2α.

80. Экспоненциально растущее решение (40) пре-

образованием эквивалентности t − 1
2
θ → t, j +

1
2
θ →

j,
1
2
θ → θ приводится к виду x⃗ = et+2 j⃗e(t −

θ) + b(i)e−t−2 j⃗e(t + θ), i = 2b sin(2θ). Начальная точ-
ка ξ⃗ = x⃗(0) = (e2j + be−2j) cos θO⃗e0 + (be−2j − e2j) sin θ⃗e0,
e⃗(0) = O⃗e0, O⃗e(0) = −e⃗0 определяет зависимости j, b
от ξ, η — координат вектора ξ⃗. Движение начальной
точки представим в виде x⃗ = Λ(t)⃗̃x, где x̃ = ξ cosh t −
η cot θ sinh t, ỹ = η cosh t − ξ tan θ sinh t — движение по
гиперболе ỹ2 − x̃2 tan2 θ = η2 − ξ2 tan2 θ, матрица Λ(t)
поворачивает вектор ⃗̃x на угол t. В начальной точке ча-
стица двигается в направлении вектора

x⃗′(0) = −O⃗ξ−
∥∥∥∥ 0 cot θ

tan θ 0

∥∥∥∥ ξ⃗.

Получаем разворот сгущающихся частиц в среде i(ξ, η),
двигающихся по спиралям растущим по экспоненциаль-
но гиперболическому закону. Начало x⃗ = ξ⃗ = 0 стоит
на месте.

12. Заключение
Для двумерной неизоэнтропической идеальной га-

зовой динамики с однопараметрической термодинами-
кой получены все 8 типов решений. Для этой переопре-
деленной системы получена частично интегрируемая
переопределенная цепочка дифференциальных урав-
нений на вспомогательные функции. Уточняются все
решения этой цепочки. Каждое решение цепочки либо
противоречит исходной системе, либо порождает реше-
ния с помощьюконечныхформул. Для каждого решения
исходной системы представлены гладкие движения ча-
стиц газа для любого значения времени. Траектории
могут быть параболами, кривыми с переменной выпук-
лостью, окружностями, кривыми, колеблющимися воз-
ле прямой, линейно растущими спиралями, конечной
частью степенной кривой с периодическими колебани-

ями на ней, гиперболами, спиралями, растущими по
экспоненциально гиперболическому закону.
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