
eISSN 2658–5782
Том 21
Номер 1 2026

МНОГОФАЗНЫЕ
СИСТЕМЫ электронный

научный журнал

MULTIPHASE
SYSTEMSonline

journal

https://multiphasesystems.online

Институт
механики
им. Р.Р.Мавлютова



Многофазные Cистемы Том 21, № 1. 2026
Институт механики
им. Р.Р. Мавлютова

Уфимского федерального
исследовательского центра
Российской Академии наук

eISSN 2658–5782
DOI: 10.21662/mfs

ЭЛЕКТРОННЫЙ
НАУЧНЫЙЖУРНАЛ

Основан в 1994 г.
Издается 4 раза в год

до 2017: «Труды Института
механики им. Р.Р. Мавлютова

Уфимского научного
центра РАН»

до 2003: «Проблемы
механики и управления»

Редакция
Урманчеев С.Ф.
главный редактор
Галимзянов М.Н.

зам. главного редактора
Насибуллаева Э.Ш.

ответственный секретарь
Михайленко К.И.

технический редактор
Налобина Е.А.

литературный редактор

Адрес издателя и редакции:
450054, г. Уфа, пр. Октября,

д. 69, лит. Ж

Учредитель: Федеральное
государственное бюджетное

научное учреждение
Уфимский федеральный
исследовательский центр
Российской академии наук

© УФИЦ РАН, 2025
© Редколлегия, 2025
© Авторы, 2025

e-mail:
multiphase.systems@mail.ru

www:
https://multiphasesystems.online

Главный редактор
Урманчеев С.Ф. доктор физико-математических наук, профессор

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова Уфимского федерального
исследовательского центра РАН, Уфа, Российская Федерация

Редакционная коллегия
Галимзянов М.Н. зам. гл. редактора, доктор физико-математических наук, доцент

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова Уфимского федерального
исследовательского центра РАН, Уфа, Российская Федерация

Михайленко К.И. зам. гл. редактора, кандидат физико-математических наук, доцент
Институт механики им. Р.Р. Мавлютова Уфимского федерального
исследовательского центра РАН, Уфа, Российская Федерация

Насибуллаева Э.Ш. отв. секретарь, кандидат физико-математических наук, доцент
Институт механики им. Р.Р. Мавлютова Уфимского федерального
исследовательского центра РАН, Уфа, Российская Федерация

Аганин А.А. доктор физико-математических наук, профессор
Институт механики и машиностроения Федерального исследовательского
центра «Казанский научный центр РАН», Казань, Российская Федерация

Гималтдинов И.К. доктор физико-математических наук, профессор
Уфимский государственный нефтяной технический университет,
Уфа, Российская Федерация

Даринцев О.В. доктор технических наук, профессор
Уфимский университет науки и технологий, Уфа, Российская Федерация

Хабиров С.В. доктор физико-математических наук, профессор
Институт механики им. Р.Р. Мавлютова Уфимского федерального
исследовательского центра РАН, Уфа, Российская Федерация

Редакционный совет
Балапанов Д.М. кандидат физико-математических наук

Центр исследований и разработок в области космических технологий (CREST),
ULB, Королевство Бельгия

Губайдуллин А.А. доктор физико-математических наук, профессор
Тюменский филиал Института теоретической и прикладной механики
им. С.А. Христиановича Сибирского отделения РАН,
Тюмень, Российская Федерация

Губайдуллин Д.А. доктор физико-математических наук, член-корр. РАН
Институт механики и машиностроения Федерального исследовательского
центра «Казанский научный центр РАН», Казань, Российская Федерация

Губайдуллин И.М. доктор физико-математических наук, профессор
Институт нефтехимии и катализа Уфимского федерального
исследовательского центра РАН, Уфа, Российская Федерация

Демин В.А. доктор физико-математических наук, профессор
Пермский государственный национальный исследовательский университет,
Пермь, Россия

Мусакаев Н.Г. доктор физико-математических наук, профессор,
Тюменский филиал Института теоретической и прикладной механики
им. С.А. Христиановича Сибирского отделения РАН,
Тюмень, Российская Федерация

Нигматулин Р.И. доктор физико-математических наук, профессор, академик РАН
Институт океанологии им. П.П. Ширшова РАН, Москва, Российская Федерация

Осипцов А.Н. доктор физико-математических наук, профессор
Научно-исследовательский институт механикиМосковского государственного
университета им. М.В. Ломоносова, Москва, Российская Федерация

Панов А.В. кандидат физико-математических наук
Челябинский государственный университет,
Челябинск, Российская Федерация

Прибатурин Н.А. доктор физико-математических наук, профессор, член-корр. РАН
Институт теплофизики им. С.С. Кутателадзе Сибирского отделения РАН,
Новосибирск, Российская Федерация

Рамазанов А.Ш. доктор технических наук, профессор
Уфимский университет науки и технологий, Уфа, Российская Федерация

Рыбдылова О. кандидат физико-математических наук
Университет Брайтона, Брайтон,
Соединённое Королевство Великобритании и Северной Ирландии

Смирнов Н.Н. доктор физико-математических наук, профессор
Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова,
Москва, Российская Федерация

Хуан Ч. Доктор философии
Северо-Западный политехнический университет,
Сиань, Китайская Народная Республика

Шукла П. Доктор философии
Индийский технологический институт Мадраса, Ченнаи, Республика Индия

mailto: multiphase.systems@mail.ru
https://multiphasesystems.online


21 (1) 2026 Multiphase Systems
Editor-in-chief
S.F. Urmancheev Sc.D. (Phys. & Math.), Professor

Mavlyutov Institute of Mechanics, Ufa Federal Research Centre of
the Russian Academy of Sciences, Ufa, Russian Federation

Editorial board
M.N. Galimzyanov deputy editor-in-сhief, Sc.D. (Phys. & Math.), Assistant Professor

Mavlyutov Institute of Mechanics, Ufa Federal Research Centre of
the Russian Academy of Sciences, Ufa, Russian Federation

C.I. Mikhaylenko deputy editor-in-сhief, Ph.D. (Phys. & Math.), Assistant Professor
Mavlyutov Institute of Mechanics, Ufa Federal Research Centre of
the Russian Academy of Sciences, Ufa, Russian Federation

E.Sh. Nasibullaeva executive secretary, Ph.D. (Phys. & Math.), Assistant Professor
Mavlyutov Institute of Mechanics, Ufa Federal Research Centre of
the Russian Academy of Sciences, Ufa, Russian Federation

A.A. Aganin Sc.D. (Phys. & Math.), Professor
Institute of Mechanics and Engineering, Federal Research Center
”Kazan Scientific Center of Russian Academy of Sciences“,
Kazan, Russian Federation

I.K. Gimaltdinov Sc.D. (Phys. & Math.), Prof.
Ufa State Petroleum Technological University, Ufa, Russian Federation

O.V. Darintsev Sc.D. (Eng.), Professor
Ufa University of Science and Technology, Ufa, Russian Federation

S.V. Khabirov Sc.D. (Phys. & Math.), Professor
Mavlyutov Institute of Mechanics, Ufa Federal Research Centre of
the Russian Academy of Sciences, Ufa, Russian Federation

Editorial counsil
Balapanov D.M. Ph.D. (Phys. & Math.)

Centre for Research and Engineering in Space Technologies (CREST),
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Колонка Главного редактора

Уважаемые авторы и читатели журнала «Многофазные системы»!

Дорогие коллеги! Отимени редакционного совета и членов ред-
коллегии журнала «Многофазные системы» приветствую вас и
желаю вам успехов в ваших научных исследованиях!

Основная задача, которую ставит перед собой редакция на-
шего журнала, — это обеспечение максимального охвата и при-
знания научных работ наших авторов, как уже зарекомендовав-
ших себя, так и подающих надежды, в рамках всего научного сооб-
щества. Коллектив редакции использует для этого все доступные
средства:

• организация качественного рецензирования;

• редакционная работа с рукописями, которая строится
на обязательном соблюдении международных этических
принципов;

• каждой статье присваивается уникальный цифровой код
DOI (Digital Object Identifier);

• журнал представлен в научной электронной библиотеке
elibrary.ru;

• в настоящий момент журнал предпринимает все возмож-
ные усилия для включения в Белый список и Международные
базы данных.

Все вышеперечисленное накладывает высокую ответствен-
ность на коллектив редакторов. В работе над№ 4 за 2025 год мы столкнулись с проблемой пла-
гиата. По одной из опубликованных статей, прошедшей все полагающиеся ступени проверок и
рецензий, в редакцию поступило обращение от стороннего лица с заявлением о плагиате. Редак-
цией журнала было проведено самое тщательное расследование, подтвердившее факт плагиа-
та. Причина оказалась довольно простой: имеющаяся программаАнтиплагиат не обнаруживает
статьи, опубликованные вжурналах закрытого (платного) доступа. В итоге упомянутая статья
была ретрагирована (https://multiphasesystems.online/mfs2025.4.024), а авторыпо-
несли репутационные издержки.

Работаредколлегиижурнала «Многофазные системы»направлена на улучшение качествапри-
сланных рукописей и будет способствовать совершенствованию стиля изложения авторов и чёт-
кости формулировок. А молодым исследователям следует помнить, что если результаты науч-
ной работы не опубликованы, то их НЕ СУЩЕСТВУЕТ! Редакционная коллегия журнала «Много-
фазные системы» — за честную и открытую научную дискуссию.

Главный редактор научного журнала Саид Федорович Урманчеев
«Многофазные системы»
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Критерий оценки доминирующего механизма разделения газов
с помощью селективной мембраны

М.А. Анисимова , А.Я. Гильманов, А.П. Шевелёв
Тюменский государственный университет, Тюмень, Россия

E-mail: dmashenka98@mail.ru

Аннотация. Одним из наиболее эффективных и технологически перспективных способов разделения компонентов газовой смеси,
таких как воздух, является использование селективных полимерных мембран. Моделирование и оптимизацию работы таких установок
целесообразно осуществлять на основе фундаментальных подходов механики сплошной многофазной среды. Целью данной работы
является разработка обобщённого безразмерного критерия для оценки доминирующего механизма разделения газов с помощью
селективной волоконной мембраны. Важным результатом является, что одна и та же мембрана в зависимости от рабочих параметров
(давления, состава смеси) может функционировать либо преимущественно в диффузионном, либо в фильтрационном режиме. Ма-
тематическая модель, положенная в основу анализа, включает систему уравнений, базирующуюся на законах сохранения массы и
законе Дарси для пористой среды. Замыкающие соотношения, связывающие потоки компонентов с их концентрациями и перепадом
давления, позволили путём численного решения получить распределения концентраций ключевых компонентов (кислорода и азота)
по длине мембранного модуля. Предложен безразмерный критерий, характеризующий доминирующий механизм массопереноса ком-
понентов газовой смеси через тело селективной мембраны. Установлено критическое значение, равное 1, введённого безразмерного
критерия, позволяющего подбирать параметры работы селективной мембранной установки, при которых гарантированно реализуется
необходимый режим массопереноса. Расчеты показали, что при значении предложенного критерия меньше единицы преобладает
фильтрационный механизм массопереноса, что приводит к селективному выделению наиболее лёгкого компонента смеси — азота. Если
же критерий превышает единицу, доминирующим становится диффузионный механизм, и установка эффективно отделяет кислород.

Ключевые слова: селективная мембрана; массоперенос; безразмерный критерий; распределение концентрации; фильтрация; диффу-
зия; механика многофазных систем

Цитирование: Анисимова МА, Гильманов АЯ, Шевелёв АП. Критерий оценки доминирующего механизма разделения газов с помощью
селективной мембраны. Многофазные системы. 2026;21(1):4–10.

Criterion for Evaluating the Dominant Mechanism of Gas Separation
Using a Selective Membrane

M.A. Anisimova , A.Ya. Gilmanov, A.P. Shevelev
University of Tyumen, Tyumen, Russia

E-mail: dmashenka98@mail.ru

Abstract. One of the most effective and technologically promising ways to separate components of a gas mixture is the use of selective
polymer membranes. It is advisable to model and optimize operation of such installations based on fundamental approaches of mechanics
of multiphase systems. The aim of this work is to develop a generalized imensionless criterion for evaluating the dominant mechanism
of gas separation using selective fiber membrane. An important result is that the same membrane, depending on operating parameters,
can function either predominantly in diffusion or filtration mode. The mathematical model underlying the analysis includes system of
equations based on the laws of conservation of mass and Darcy’s law for porous medium. The closing relations connecting the component
fluxes with their concentrations and pressure drop made it possible by numerical solution to obtain distributions of concentrations of
key components (oxygen and nitrogen) along the length of membrane module. A dimensionless criterion is proposed that characterizes
the dominant mechanism of mass transfer of gas mixture components through the body of selective membrane. A critical value of 1 is
established for introduced criterion, which allows the selection of operating parameters for selective membrane system that guarantees
the required mass transfer regime. Calculations have shown that when the value of proposed criterion is less than one, the filtration
mechanism of mass transfer prevails, which leads to selective release of the lightest component of the mixture, nitrogen. If the criterion
exceeds one, the diffusion mechanism becomes dominant, and the plant effectively separates oxygen.
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1. Введение

В настоящее время большую актуальность приоб-
ретают вопросы получения чистых газов с применени-
ем технологий, требующих минимальных энергетиче-
ских ресурсов. Одним из наиболее популярных среди та-
ких направлений является использование селективных
мембранных установок, ресурс которых практически не
ограничен [1,2]. В основном такие мембраны изготав-
ливаются из полимеров, например, ацетата целлюлозы,
полисульфонов, каучукообразных полимеров, арами-
дов и полиимидов и др. [3–9]. В зависимости от типа
материала, структуры и формы мембранных волокон
выделяют два доминирующих механизма массоперено-
са: диффузионный и фильтрационный [10].

Диффузионные мембраны работают по принципу
растворения газа в материале, из которого они изготов-
лены, и последующего движения через них за счёт диф-
фузии при наличии градиента концентрации. Коэффи-
циенты диффузии компонентов газовой смеси опреде-
ляют расходные характеристики каждого из них. Обыч-
но тяжёлые молекулы обладают большей кинетической
энергией и характеризуются более высокой интенсив-
ностью массопереноса [3, 4, 11–17].

Фильтрационные мембраны представляют собой
пористые структуры, размер поровых каналов которых
сопоставим с размером молекул. Такие поровые каналы
получаются путём бомбардировки материала мембра-
ны высокоэнергетическими элементарными частицами.
Основной механизм массопереноса в таких мембранах
обусловлен более высокой подвижностью наиболее лёг-
ких компонентов газовой смеси [18].

Установки по разделению газовых смесей с приме-
нением селективныхмембран имеют три типа конструк-
ции: плоские, рулонные и волоконные [19–23]. Преиму-
щество плоских мембран заключается в большой эффек-
тивной площади рабочей поверхности, а одним из ос-
новных недостатков является низкий диапазон рабочих
давлений. Рулонные мембраны сравнительно просты в
изготовлении, но характеризуются неполной изоляцией
слоёв друг от друга. Волоконные мембраны определя-
ются наиболее широкими диапазонами рабочих давле-
ний при высокой эффективной рабочей поверхности,
достигаемой за счёт микроскопических размеров этих
волокон и, как следствие, большого их числа в конкрет-
ной установке [24–28]. В силу этих обстоятельств для
моделирования выбрана последняя конструкция мем-
бранной установки.

Можно выделить три основных направления моде-
лирования процессов массопереноса компонентов газо-
вой смеси в такой установке: использование кинетиче-
ского уравнения Больцмана, описание таких процессов

на основе системы уравнений механики многофазных
сред и нейросетевое моделирование [18, 29–37]. Исто-
рически первым было применено описание разделения
газов с использованием кинетических уравнений. Пре-
имуществами такого подхода являются статистическое
описание ансамбля молекул и учёт микроскопическо-
го описания системы, далёкой от термодинамического
равновесия, а недостатком — сложность структуры ин-
теграла межмолекулярных взаимодействий. Последнее
время популярным становится использование нейросе-
тевого моделирования, позволяющего обработать боль-
шой объём лабораторных экспериментальных данных.
Тем не менее, для корректной работы модели требуется
длительная процедура обучения и большой объём обу-
чающей выборки, которая не всегда доступна. Поэтому
в настоящей статье рассматривается способ моделиро-
вания процесса массопереноса компонентов газовой
смеси на основе подходов механики многофазных сред,
хорошо себя зарекомендовавших при решении задач
подобного типа.

Наличие различных механизмов массопереноса га-
зов черезмембрану, отмеченное выше, приводит к необ-
ходимости определения режимов работы установки,
приводящих к преобладанию того и иного процесса. По-
этому целью работы является создание критерия оцен-
ки доминирующего механизма разделения газов с по-
мощью селективной волоконной мембраны. Впервые
показано, что одна и та же мембрана может быть как
диффузионной, так и фильтрационной.

2. Физико-математическая модель
В основе принципа работы селективной мембра-

ны лежат различия в скоростях фильтрации или диф-
фузии молекул различной массы. Невозможно создать
мембрану, где бы присутствовал только один механизм
разделения. Как показывает практика, в зависимости
от технических режимов работы мембраны доминиру-
ющий механизм разделения может меняться. Смена
режима разделения может приводить к тому, что отби-
раемый мембраной газ может измениться. Для введе-
ния физически обоснованного критерия необходимо
смоделировать процесс движения газов в такой установ-
ке. Для описания переноса массы в случае сплошных и
пористых сред хорошо себя зарекомендовали подходы
механики многофазных систем.

Физико-математическое моделирование таких
установок осложняется наличием разнонаправленных
процессов. Более того, физический принцип массопе-
реноса в различных частях мембранного блока карди-
нальным образом изменяется. Так, внутри и снаружи
мембранных трубок присутствуют гидродинамические
потоки массы газов, в то время как в теле мембраны
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преобладают диффузионные или фильтрационные по-
токи, а поля давлений и концентраций компонентов
газообразной смеси по разным сторонам разделяющего
слоя могут существенно отличаться. Поэтому целесо-
образным является выделение трёх подзадач (рис. 1):
движение газов внутри волокна мембраны длиной L
(первая подзадача), их фильтрация и/или диффузия
сквозь тело мембраны (вторая подзадача) и движение
газов вне волокна мембраны, обусловленное наличием
патрубка для отбора продукции с потоком Js (третья
подзадача).

В качестве упрощений предполагается, что смесь
газов (воздух) является двухкомпонентной (азот и кис-
лород); газы идеальные; процесс изотермический, по-
скольку перепады давления незначительные, что поз-
воляет пренебречь эффектом Джоуля–Томсона; каждая
подзадача рассматривается в одномерном приближе-
нии; односкоростная модель в первой и третьей под-
задачах; упаковка мембранных волокон описывается с
помощью модели идеального грунта, поэтому для опи-
сания скорости потока газов в первой и третьей подза-
дачах справедлив закон Дарси. Ось x направлена вдоль
мембраны. В такой постановке система уравнений, опи-
сывающая моделируемый процесс, состоит из законов
сохранения массы компонентов газовой смеси, закона
Дарси и замыкающих соотношений для интенсивности
источников и стоков.

Закон сохранения массы азота и кислорода в рам-
ках первой подзадачи имеет вид:

∂

∂t
(ρ1C1) +

∂

∂x
(ρ1C1v1) = −JN , (1)

∂

∂t
(
ρ1(1 − C1)

)
+

∂

∂x
(
ρ1(1 − C1)v1

)
= −JO, (2)

где ρ1 и v1 — плотность и скорость смеси газов внут-
ри волокна; C1 — концентрация азота внутри волокна;
JN и JO — интенсивность источников и стоков азота и
кислорода; t — время.

Закон Дарси для потока смеси азота и кислорода в
рамках первой подзадачи:

v1 =
−k1

µ

∂p1

∂x
, (3)

где k1 — проницаемость внутреннего пространства упа-
ковки волокон; µ— коэффициент динамической вязко-
сти газовой смеси; p1 — давление смеси газов внутри
волокна.

Сшивка первой и второй подзадач осуществляется
заданием источниковых членов на основании первого
закона Фика и линейного закона фильтрации, аналогич-
ного по форме закону Генри:

JN =
DNγNρ2(p1C1 − p2C2)

Nπr2
1

, (4)

JO =
DOγOρ2

(
p1(1 − C1)− p2(1 − C2)

)
Nπr2

1
, (5)

 Рис. 1. Схематическое изображение мембранного блока и вы-
деление подзадач

где DN и DO — коэффициенты диффузии азота и кис-
лорода; γN и γO — эмпирические константы массопере-
носа азота и кислорода; ρ2 и p2 — плотность и давление
смеси газов вне волокна; C2 — концентрация азота вне
волокна; N — количество волокон; r1 — внутренний ра-
диус волокна.

Система уравнений (4)–(5) собственно описывает
массовые потоки компонентов газовой смеси внутри
тела мембраны (вторая подзадача).

Третьяподзадача описываетмассовыепотоки газов,
прошедших через тело мембраны. Для этого использу-
ются законы сохранения массы азота и кислорода:

∂

∂t
(ρ2C2) +

∂

∂x
(ρ2C2v2) = JN , (6)

∂

∂t
(
ρ2(1 − C2)

)
+

∂

∂x
(
ρ2(1 − C2)v2

)
= JO, (7)

где v2 — скорость смеси газов вне волокна, и закон Дар-
си:

v2 =
−k2

µ

∂p2

∂x
, (8)

где k2 — проницаемость внешнего пространства упаков-
ки волокон.

В качестве замыкающих соотношений для всех
трёх подзадач используются уравнения состояния
Менделеева–Клапейрона:

ρ1 =
p1M
RT

, (9)

ρ2 =
p2M
RT

, (10)

где M —молярная масса смеси газов; R — универсаль-
ная газовая постоянная; T — температура.

В качестве начальных условий для системы уравне-
ний (1)–(10) задаётся постоянная концентрация азотаC0
во всей системе и линейное распределение давления
внутри и вне волокна:

C1(t = 0, ∀x) = C0, (11)

C2(t = 0, ∀x) = C0, (12)
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p1(t = 0, ∀x) = p10 −
p10 − p11

L
x, (13)

p2(t = 0, ∀x) = p20 −
p20 − p21

L
x, (14)

где p10 и p11 — давление смеси газов на входе и выходе
в волокно; p20 и p21 — давление смеси газов на левой
и правой границе вне волокна.

На левой границе (рис. 1) задаются постоянные дав-
ления внутри p10 и вне p20 волокна, постоянная кон-
центрация азота C0 на входе в волокно и отсутствие
изменения концентрации вне волокна:

p1(∀t, x = 0) = p10, (15)

p2(∀t, x = 0) = p20, (16)

C1(∀t, x = 0) = C0, (17)

∂C2

∂x

∣∣∣∣
∀t,x=0

= 0. (18)

На правой границе задаются постоянные давления внут-
ри p11 и вне p21 волокна:

p1(∀t, x = L) = p11, (19)

p2(∀t, x = L) = p21. (20)

Решение системы уравнений (1)–(10) при началь-
ных (11)–(14) и граничных (15)–(20) условиях осуществ-
ляется с помощью явной конечно-разностной схемы.

В качестве критерия, характеризующего доминиру-
ющий механизм массопереноса компонентов газовой
смеси, выбирается безразмерный комплекс равный от-
ношению суммарной скорости диффузии компонентов
к суммарной скорости фильтрации:

K =
vd
v f

=
(DN − DO)∆CN
km∆P
µN

+
km∆P
µO

=

=

(
(DN − DO)∆CN

)
µNµO

km∆P(µO + µN)
,

(21)

где µN и µO — коэффициенты динамической вязкости
азота и кислорода, Па·с; vd и v f — суммарные скорости
диффузии и фильтрации, м/с; km —проницаемость мем-
браны, м2; ∆CN и ∆CO — разницы концентраций азота
и кислорода соответственно по разные стороны от мем-
браны, д.е.; ∆P — разница средних давлений по разные
стороны от мембраны, Па.

Если критерий K, определяемый из (21), меньше 1,
то преобладает фильтрационный перенос массы газов,
в ином случае — диффузионный перенос массы. В фор-
муле (21) все параметры являются фиксированными
для выбранных газов и типа мембраны, кроме пере-
пада давления, регулируя который можно определять
доминирующий механизм массопереноса. Кроме того,
изменить режим массопереноса возможно путём заме-
ны материала, из которого изготавливаются волокна,

или его структуры. В таком случае изменится проницае-
мость km. Изменение компонентов газовой смеси изме-
няет коэффициенты диффузии и динамической вязко-
сти, что тоже влияет на процесс массопереноса. Таким
образом, для каждой установки при выбранных пара-
метрах следует рассчитывать критерий по формуле (21)
и проверять, реализуется ли требуемый режим работы.

3. Результаты и обсуждение
Для моделирования процесса массопереноса сквозь

тело селективной мембраны применяются параметры,
приведённые в табл. 1. Выбранные параметры соответ-
ствуют характерным значениям установок из работ Кам-
по, Магалхаеса, Мендеса [38]. Время окончания модели-
рования выбиралось таким образом, чтобы достигалось
стационарное распределение концентрации компонен-
тов газовой смеси и давления.

Эффективность работы мембраны может быть оце-
нена по распределению компонентов газовой смеси
внутри волокон мембраны и в пространстве между во-
локнами. В процессе моделирования параметры (пере-
пад давления) подбираются таким образом, чтобы до-
минировал один из механизмов массопереноса через
тело мембраны, остальные параметры соответствуют
табл. 1. Поскольку регулирование режимов работы мем-
бранной установки осуществляется только перепадом
давления, то одна и та же конструкция мембраныможет
работать в режимах фильтрационного или диффузион-
ного массопереноса. В случае, когда K = 0, 9 < 1, как
было отмечено выше, преобладает фильтрационный
процесс массопереноса. Для этого случая на рис. 2 при-
ведено стационарное распределение концентрации азо-
та внутри волокон мембраны (пунктирная линия) C1 и
в пространстве между волокнами (сплошная линия) C2.

Анализ рис. 2 показывает, что в случае фильтраци-
онного массопереноса газов через мембрану преиму-
щественно в пространство между волокнами попада-
ет азот в силу меньшего коэффициента динамической
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Рис. 2. Распределение концентрации азота внутри волокон мем-
браны (пунктирная линия) и в пространстве между во-
локнами (сплошная линия) в случае преобладания филь-
трационного механизма массопереноса
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Таблица 1. Данные для моделирования

Название Значение
Длина волокна, L 1 м
Радиус установки, rout 0,1 м
Давление на входе внутрь волокна, p10 10 атм
Давление на выходе из волокна, p11 9 атм
Давление вне волокна на левой границе, p20 1 атм
Давление вне волокна на правой границе, p21 1 атм
Пористость, m 0,5
Число волокон в пучке, N 106

Внутренний радиус волокна, r1 40 мкм
Внешний радиус волокна, r2 100 мкм
Плотность смеси на входе, ρ10 19,09 кг/м3

Эмпирический коэффициент для азота, γN 5,35·10−4 1/Па
Эмпирический коэффициент для кислорода, γO 2,57·10−3 1/Па
Коэффициент динамической вязкости азота, µN 1,67·10−5 Па·с
Коэффициент динамической вязкости кислорода, µO 1,91·10−5 Па·с
Коэффициент диффузии азота, DN 0,73 см2/с
Коэффициент диффузии кислорода, DO 0,77 см2/с
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Рис. 3. Распределение концентрации азота внутри волокон мем-
браны (пунктирная линия) и в пространстве между во-
локнами (сплошная линия) в случае преобладания диф-
фузионного механизма массопереноса

вязкости. Распределения концентрации азота по длине
установки внутри волокна и вне его имеет нелинейный
характер, что обусловлено разной скоростью падения
давления внутри волокон мембраны и вне их. При за-
данных параметрах максимальная концентрация азота
увеличивается на 0,3 % от первоначальной.

В противоположном случае, когда K = 1, 1 > 1, как
было отмечено выше, преобладает диффузионный про-
цесс массопереноса. Для этого случая на рис. 3 приве-
дено стационарное распределение концентрации азота
внутри волокон мембраны (пунктирная линия) C1 и в
пространстве между волокнами (сплошная линия) C2.

Анализ рис. 3 показывает, что в случае диффузи-
онного массопереноса газов через мембрану преиму-
щественно в пространство между волокнами попада-

ет кислород в силу большего коэффициента диффузии.
В этом случае распределения концентрации азота по
длине установки внутри волокна и вне его имеет нели-
нейный характер согласно рис. 2. При заданных пара-
метрах максимальная концентрация кислорода увели-
чивается на 1,2 % от первоначальной. Таким образом,
диффузионный механизм массопереноса позволяет бо-
лее эффективно очищать газы за счёт больших значений
характерного времени процесса. Подбирать давления
на концах установки необходимо таким образом, чтобы
гарантировано обеспечивался один из режимов работы
мембранной установки: фильтрационный или диффузи-
онный, поскольку в переходномрежиме осуществляется
преимущественный перенос азота за счёт фильтраци-
онного механизма и кислорода за счёт диффузионного,
и мембрана перестаёт быть селективной.

4. Выводы
В результате проведённого исследования можно

сделать следующие выводы:

1. Показано, что подходы механики сплошных сред
к описанию процессов массопереноса газов в се-
лективных мембранных установках позволяют эф-
фективно решать такие задачи.

2. Предложен безразмерный критерий, характеризу-
ющий доминирующий механизм массопереноса
компонентов газовой смеси через тело селектив-
ной мембраны.

3. Установлено критическое значение, равное 1, вве-
дённого безразмерного критерия, позволяющего
подбирать параметры работы селективной мем-
бранной установки, при которых гарантированно
реализуется необходимый режим массопереноса.
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4. Показано, что при значении критерия меньше 1
преобладает фильтрационный механизм массопе-
реноса газов через мембрану и установка отделяет
наиболее лёгкий компонент газовой смеси (азот),
в противном случае преобладает диффузионный
механизммассопереноса и отделяемымкомпонен-
тов является кислород.
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Математическое моделирование течения нефти
и воды в поровом канале переменного сечения

М.А. Загоровский1,2
1 ООО «РН – Геология Исследования Разработка» ПАО НК «Роснефть», Тюмень, Россия
2 Тюменский государственный университет, Тюмень, Россия

E-mail: mazagorovskiy@yandex.ru

Аннотация. В статье рассматривается процесс трансформации струйного течения в капиллярном канале переменного сечения методом
численного решения уравнений Навье–Стокса. Канал имитирует элемент порового пространства породы-коллектора и состоит из двух
пор и порового перешейка с соотношением площадей поперечных сечений 4/1. Изучается влияние поверхностного натяжения между
фазами и соотношение динамических вязкостей фаз на возникновение и частоту формирования четочного течения. Для численного
моделирования течения с межфазной границей используется метод объема жидкости Volume of Fluid, реализованный в открытом
программном пакете OpenFOAM. Изучены этапы развития течения. Приведены результаты численного моделирования, демонстрирую-
щие формирование четочного течения нефти и воды. Показано, что распад струйки несмачивающей фазы в соединении двух пор
вызван действием сил поверхностного натяжения со стороны пристеночного слоя смачивающей фазы. Установлено, что в момент
перед распадом струйки возникает обратный ток смачивающей фазы в поровый перешеек по неохваченным вытеснением зонам попе-
речного сечения, приводящий к неустойчивости течения. На основе проведенных вычислительных экспериментов составлены графики
зависимости частоты распада струйного течения от межфазного натяжения для различных соотношений вязкостей фаз. Установленная
зависимость качественным образом объясняет влияние данных параметров на функции относительных фазовых проницаемостей, ис-
ходя из изменения интенсивности четочного течения в пористой среде. Проведенное прямое моделирование использовано для оценки
характера влияния капиллярного числа на параметр амплитуды эмпирической функции межфазного взаимодействия, используемой
при расчете относительных фазовых проницаемостей нефти и воды на основе упрощенной кластерной гидравлической модели.

Ключевые слова: гидродинамическое моделирование; цифровой керн; поровое пространство; двухфазный поток; четочное течение;
OpenFOAM

Цитирование: Загоровский МА. Математическое моделирование течения нефти и воды в поровом канале переменного сечения.
Многофазные системы. 2026;21(1):11–17.

Mathematical Modelling of Oil and Water Flow
in a Porous Channel with Variable Cross Section

M.A. Zagorovskii1,2
1 LLC “RN – Geology Research Development” PJSC Rosneft Oil Company, Tyumen, Russia
2 University of Tyumen, Tyumen, Russia

E-mail: mazagorovskiy@yandex.ru

Abstract. The paper describes process of transformation of a jet flow in a capillary channel with variable cross section using the numerical
solution of Navier–Stokes equations. The channel emulates an element of the pore space of a reservoir rock and consists of two pores
and a pore neck with a cross-sectional area ratio of 4/1. The influence of the surface tension between the phases and the ratio of the
dynamic viscosities of the phases on the occurrence and frequency of the formation of a clear flow is studied. The Volume of Fluid method
implemented in the open software package OpenFOAM is used for numerical simulation of a flow with an interfacial boundary. The stages of
flow evolution have been studied. Presented simulation results, which demonstrate the formation of a train flow of oil and water. It is shown
that the breakup of a stream of a non-wetting phase at the junction of two pores is caused by the action of surface tension forces from the
wall layer of the wetting phase. It has been established that at the moment before the jet breakup, a counter current of the wetting phase
occurs into the pore neck through areas of the cross-section not covered by displacement and leads to flow instability. Based on the conducted
computational experiments, graphs of the dependence of the breakup frequency of the jet flow on the interfacial tension for various phase
viscosity ratios have been compiled. The established dependence qualitatively explains the effect of the influence of surface tension and
viscosity ratio on the relative phase permeability functions, based on the change in the intensity of the train flow in a porous medium.
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The conducted direct modelling used to evaluate effect of the capillary number on the amplitude parameter of the empirical interfacial
interaction function, which used in calculating the relative phase permeabilites of oil and water based on a simplified cluster hydraulic model.
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1. Введение
Математическое моделирование движения флюи-

дов в поровом пространстве пород-коллекторов угле-
водородного сырья является востребованным методом
исследования для оценки влияния различных факторов
на характер многофазного течения и определения их
фильтрационных свойств, в частности, функций относи-
тельных фазовых проницаемостей (ОФП). Эти данные о
свойствах пластовой системы, наряду с данными о пори-
стости и абсолютной проницаемости, необходимы для
построения трехмерных геолого-гидродинамических
моделей месторождений — одного из основных инстру-
ментов, используемых для принятия инженерных и эко-
номических решений в нефтяной промышленности.

Существующие методы моделирования течений на
уровне пор составляют основу технологии «Цифровой
керн» [1]. Благодаря развитию рентгеновской компью-
терной микротомографии (микро-КТ), позволяющей
получать геометрические модели структуры поровых
каналов,методовмоделированияи вычислительной тех-
ники в последнее десятилетие эта технология ограни-
ченно применяется нефтегазовыми компаниями. На-
пример, в [2] описано применение цифрового анали-
за керна для исследования эффективности вытеснения
нефти водой и другими агентами в низкопроницаемой
породе.

Несмотря на достигнутый прогресс, прямые мето-
ды моделирования на основе уравнений Навье–Стокса
или их обобщений, учитывающих межфазное взаимо-
действие, не позволяют оперативно и массово получать
ОФП для пород-коллекторов представительного объема
из-за высокой ресурсоемкости. Например, характерное
время расчета двухфазного течения для фрагмента по-
ристой среды — кубика с ребром 0.5 мм, содержащего
106 расчетных ячеек, на типичной станции для гидро-
динамических расчетов занимает около суток. Соглас-
но [1], для эффективного применения прямых методов
в решении промышленных задач для цифровых моде-
лей, сравнимых по объему с образцами, используемыми
в лабораторных экспериментах, требуются системы с
мощностью не менее 1015 флопс. По открытым данным
таких систем в мире насчитывается около 30.

С учетом вышеописанных и ряда других [3] огра-
ничений представляется целесообразным использовать
методы прямого моделирования для параметризации
менее ресурсоемких методов расчета ОФП. Одним из
таких является полуэмпирический метод Шабарова–
Степанова–Загоровского [4], в котором используется
гидравлическая модель стационарного двухфазного те-
чения нефти и воды в поровом пространстве в струйном

и четочном режимах. Точные численные расчеты тако-
го течения в зависимости от насыщенности и расчет
потерь давления, вызванных различными краевыми
углами смачивания между фазами, требуют больших
вычислительных затрат. Поэтому в [4] для учета меж-
фазного взаимодействия используется эмпирическая
функция межфазного взаимодействия (ФМВ), которая,
являясь интегральной характеристикой системы «пори-
стая среда–флюиды», отражает зависимость интенсив-
ности четочного течения в пористой среде от ее насы-
щенности для различных свойств порового простран-
ства, флюидов и параметров течения. Прямоемоделиро-
вание может использоваться для выявления характера
зависимости ФМВ от различных параметров системы, а
также для ее определения, как например в работе [5].

Межфазное взаимодействие отражается на фор-
мировании различных режимов течения многофазной
жидкости, которые могут быть отнесены к классам
струйных и четочных течений [6]. Под четочным пони-
мается течение в каналах чередующихся объемов фаз,
размер поперечного сечения которых сопоставим с раз-
мером канала, где происходит течение (в отличии от
капельного режима течения, для которого это условие
не выполняется). Результаты компьютерного моделиро-
вания [7,8] и лабораторные эксперименты, выполнен-
ные с применением рентгеновского и синхротронного
излучения [9–12], свидетельствуют о возникновении
струйного и четочного течений при движении много-
фазного потока в поровом пространстве. На рис. 1 при-
ведена картина распределения нефти и воды в образце
песчаника Bentheimer, полученная экспериментально с
применением микро-КТ в Imperial College London [12]
и описывающая этап стационарной двухфазной филь-
трации с объемной долей воды в потоке 50 %. Красный
цвет соответствует нефти, полупрозрачный синий цвет
обозначает воду, заполняющую поровое пространство,
скелет породы не показан.

Из рис. 1 видно, что фазы распределены как в виде
струек «a», так и в виде чередующихся четок/снарядов
«b». Несмотря на то, что полученные визуализации ста-
тичны, исходя из экспериментов по производству четок
в различных капиллярных устройствах, можно предпо-
ложить, что трансформация режимов течения происхо-
дит при встрече струйных потоков фаз в Т-Х-Y-образных
соединениях [6,13–16], в поровых каналах переменного
поперечного сечения за счет эффекта защелки «snap-
off» [17–20].

Учитывая вышесказанное, целью проведенных ис-
следований являлось изучение механизма формиро-
вания четочного течения в капиллярном канале пе-
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Рис. 1. Экспериментальная картина распределения нефти и во-
ды в поровом пространстве при двухфазной стационар-
ной фильтрации по данным [12]

ременного сечения, как в элементепористой среды, и ка-
чественная оценка частоты формирования в зависимо-
сти от коэффициента поверхностного натяжения между
фазами и соотношения вязкостей. Вычислительные экс-
перименты проводились с использованием свободно
доступного программного пакета OpenFOAM.

2. Постановка задачи
Рассматривается процесс течения двухфазной жид-

кости, состоящей из нефти и воды, в трехмерном ка-
пиллярном канале переменного сечения, разрез ко-
торого в продольном сечении представлен на рис. 2.
Объект моделирования состоит из двух пор радиусом
Rp = 215 мкм и соединяющего перешейка радиусом
Rt = 107.5 мкм и длиной Lt = 322.5 мкм. Длины пор Lin
и Lout соответственно равны 1 мм и 2 мм. Поперечное
сечение канала имеет форму квадрата со стороной 2Rp
в области пор и 2Rt в области порового перешейка.

Предполагается, что фазы (нефть, вода) являются
несмешивающимися, несжимаемыми, ньютоновскими.
Массообмен и химические реакциимеждуфазами отсут-
ствуют. Динамические вязкости и плотности являются
постоянными в пределах каждой из фаз. Вода является
смачивающей фазой. Процесс течения считается изо-
термическим.

Для моделирования течения с межфазной грани-
цей применяется известный метод объема жидкости

VOF (Volume-of-Fluid) [21], реализованный в пакете
OpenFOAM, солвер interFoam. Решается система урав-
нений, состоящая из уравнения неразрывности, урав-
нения движения Навье–Стокса и уравнение переноса
фазовой переменной α [22]:

∇ · u = 0 , (1)

ρ

(
∂u
∂t

+(u · ∇)u
)
=−∇p+ρg+µ∇2u+fsurf , (2)

∂α

∂t
+ u · ∇α = 0 , (3)

где u — вектор скорости течения жидкости; ρ — плот-
ность; t — время; p — давление; g — ускорение свобод-
ного падения; fsurf — сила поверхностного натяжения;
α— объемное содержание воды в контрольном объеме.
Переменная α удовлетворяет условию:

α =

{
1 — вода;
0 — нефть.

Физические свойства жидкости, входящие в (2), вы-
числяются как средневзвешенные по контрольному объ-
ему:

ρ = αρ1 + (1 − α)ρ2 ,

µ = αµ1 + (1 − α)µ2 ,

где ρ1, ρ2 — плотности воды, нефти; µ1, µ2 — динамиче-
ские вязкости воды, нефти.

Сила поверхностного натяжения определяется по
формуле [23]:

fsurf = σkn , (4)

в которой σ — коэффициент поверхностного натяже-
ния; k = −∇ · n — кривизна поверхности раздела фаз;
n = cos θns + sin θts — нормаль к межфазной поверх-
ности, направленная в сторону несмачивающей фазы
(ns, ts — нормаль и касательная к поверхности) [20].

На боковых поверхностях канала заданы условия
непротекания un

∣∣
Γ = 0; прилипания ut

∣∣
Γ = 0 и кон-

тактный угол θ. Движение происходит при заданном на
входном сечении постоянном объемном расходе, соот-
ветствующем скорости фильтрации 10−5 м/c. В началь-
ный момент времени u(x, y, z, 0) = 0; несмачивающая
фаза частично заполняет первую пору.

В рамках верификациимодели выполнено сопостав-
ление результатов расчета течения единичного снаряда

Рис. 2. Геометрия канала переменного сечения
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Рис. 3. Распределение фаз в канале переменного сечения в различные моменты времени

нефти в заполненном водой цилиндрическом капилля-
ре постоянного диаметра по модели (1)–(4) с аналити-
ческим решением:

∆p =
128q
πd4

(
µoLp + µw(L − Lp)

)
+

+
σ

d
(cos θ1 − cos θ2) ,

(5)

где d — диаметр капилляра; L — длина капилляра; Lp —
длина снаряда нефти; µw, µo — динамические вязкости
воды и нефти; q = 0.25πd2u — объемный расход; θ1, θ2 —
наступающий и отступающий краевые углы.

Значения параметров капилляра, свойств флюи-
да и скорости течения для верификации принимались:
d = 10−4 м; L = 3 · 10−3 м; Lp = 5 · 10−4 м; µw = 1 мПа·с;
µo = 10 мПа·с; ρw = 1000 кг/м3; ρo = 800 кг/м3; σ =
10−3 Н/м; q = 10−10 м3/с; θ1 = 40◦, θ2 = 90◦. Значе-
ние перепада давления по аналитической формуле (5) —
310 Па. Результат численного расчета — 311.85 Па.

3. Результаты моделирования
Для моделирования движения фаз в канале пе-

ременного сечения использованы следующие пара-
метры: вязкость воды µ1 = 1 мПа·с; вязкость нефти

µ2 = 10 мПа·с; плотность воды ρ1 = 1000 кг/м3; плот-
ность нефти ρ2 = 800 кг/м3; коэффициент поверхност-
ного натяжения между фазами σ = 25 мН/м; краевой
угол смачивания θ = 30◦.

На рис. 3 показаны характерные последовательные
этапыразвития течения. Для наглядности смачивающая
фаза (вода) показана полупрозрачным голубым цветом,
серый цвет соответствует несмачивающей фазе (нефть),
более темный оттенок соответствует контакту несмачи-
вающей фазы с стенкой канала. На начальных этапах в
поре№ 1 формируется поверхность раздела фаз в соот-
ветствии с заданным краевым углом, несмачивающая
фаза проникает в перешеек и занимает поперечное се-
чение за исключением угловых участков (рис. 3(a),(b)).
Такие зоны могут быть ассоциированы со смачивающей
пленкой, покрывающей зерна гидрофильной породы-
коллектора. Более высокое капиллярное давление меж-
ду фазами в перешейке, чем в поре № 1, приводит к
увеличению скорости границы раздела фаз в пределах
перешейка, чем в пределах поры. Когда вытесняющая
проникает в расширениепоры№2, ее окончаниеприни-
мает сферическуюформу (рис. 3(с)) и, расширяясь, зани-
мает поперечное сечение канала. На струйку несмачива-
ющейфазы в перешейке действует сила поверхностного
натяжения со стороны пристеночного слоя смачиваю-
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Рис. 4. Визуализация обратного тока смачивающей фазы по углам поперечного сечения перед распадом струйки: (а) расположение
сечения, (б) распределение фаз в сечении, (в) изменение осевой скорости вдоль линии l

щей фазы. Это приводит к ее сдавливанию и распаду
(рис. 3(d),(e)). Отделившийся снаряд продолжает движе-
ние по направлению к выходному сечению (рис. 3(f)).

Дальнейшее развитие течения сопровождается об-
разованием новой струйки несмачивающей фазы и по-
вторением этапов (b)–(f), тем самым процесс формиро-
вания четочного течения приобретает периодический
характер (рис. 3(g),(h)). Боковые поверхности форми-
рующихся снарядов контактируют со стенками канала
за исключением угловых зон сечения. Форма снаряда
близка к вытянутому эллипсоиду.

На рис. 4 приведено распределение фаз и скорости
в сечении перешейка x = Lt/2 в момент времени перед
распадом струйки. Исходя из эпюры скорости видно,
что после перекрытия сечения поры№ 2 окончанием
струйки возникает обратный ток смачивающей фазы в
перешеек. Такое поступление воды усиливает неустой-
чивость струйки и является дополнительным фактором,
приводящим к трансформации течения.

Проведены вычислительные эксперименты для
оценки влияния поверхностного натяжения между фа-
зами σ и соотношения вязкостей фаз M = µ1/µ2 на ча-
стоту формирования четочного течения J. Предвари-
тельно изучена сходимость численного решения. Рас-
смотрены равномерные расчетные сетки с детально-
стью 2 ⩽ Rt/δ ⩽ 10, где δ— сторона контрольного объ-
ема. Выполненная с позиции сопоставления перепада
давления и координаты формирования четок смачива-
ющей фазы оценка показала, что сетка с параметром
Rt/δ = 4 обеспечивает хороший баланс между точно-
стью результата численного расчета и затраченным вре-
менем. Относительное отклонение от решения, полу-
ченного на детальной сетке Rt/δ = 10, составляет 5 %.

На рис. 5 представлены зависимости J(σ), получен-
ные для рассматриваемого канала. Для различных па-
раметров M и σ в канале с соотношением диаметров 2/1
наблюдается формирование четочного течения без сме-
ны режима на капельное течение. С увеличением вяз-
кости нефти интенсивность четочного течения умень-
шается. Для различных соотношений вязкостей умень-

шение межфазного натяжения приводит к уменьшению
количества образовавшихся единичных снарядов, что
является закономерным, поскольку силы поверхност-
ного натяжения являются причиной трансформации
струйного течения.

Результаты проведенных численных эксперимен-
тов на модельной геометрии порового пространства
качественным образом объясняют наблюдаемую в экс-
периментах на образцах керна зависимость ОФП, как
функций насыщенности, от капиллярного числа [24,25]
с позиции уменьшения интенсивности четочного тече-
ния. Например, в работе [24] показано, что уменьшение
межфазного натяжения при прочих равных условиях
приводит к увеличению проницаемости нефти и воды в
области двухфазной фильтрации, т.е. ослаблению филь-
трационного сопротивления потоку через пористую сре-
ду. Согласно результатам моделирования такое влияние
можно объяснить уменьшением количества формирую-
щихся в поровых соединениях четок нефти и воды при
уменьшении капиллярных сил (параметр σ) и, как след-
ствие, уменьшением вклада эффекта Жамена в сопро-
тивление их движению по поровому пространству. На
основании полученных результатов установлена зави-
симость параметра амплитуды эмпирической функции
межфазного взаимодействия, используемой в методе
расчета ОФП [4]: A ∼ Cam, m < 0.

Рис. 5. Зависимость частоты формирования четочного течения
от поверхностного натяжения и соотношения вязкостей
фаз
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4. Заключение
Численное моделирование двухфазного потока

«нефть–вода» в поровом канале переменного сечения с
соотношением диаметров 2/1 позволило детально изу-
чить механизм формирования четочного течения в эле-
менте пористой среды. Показано, что распад струйки
несмачивающей фазы в соединении двух пор вызван
действием сил поверхностного натяжения со стороны
пристеночного слоя смачивающей фазы и возникнове-
нием ее обратного тока в поровый перешеек.

В результате вычислительных экспериментов уста-
новлена зависимость частоты распада струйки от меж-
фазного натяжения и соотношения вязкостей фаз, ка-
чественным образом объясняющая влияние данных па-
раметров на функции относительных фазовых прони-
цаемостей исходя из изменения интенсивности четоч-
ного течения в пористой среде. Использование прямо-
го моделирования для определения зависимостей ха-
рактеристик течения от различных свойств флюидов
и породы-коллектора обеспечивает возможность пара-
метризации эмпирической функции межфазного взаи-
модействия, используемой в полуэмпирическом методе
Шабарова–Степанова–Загоровского для эффективно-
го расчета относительных фазовых проницаемостей в
системе «нефть–вода».

Конфликт интересов
Автор заявляет об отсутствии конфликта интересов.

Список литературы / References
[1] Балашов ВА, Савенков ЕБ, Четвертушкин БН. Технология «циф-

ровой керн» и суперкомпьютерные вычисления. Вестник Рос-
сийской академии наук. 2023;93(6):503–511. https://doi.org/10.31857/
S0869587323060026
Balashov VA, Savenkov EB, Chetvertushkin BN. Digital core technology
and supercomputing. Bulletin of the Russian Academy of Sciences.
2023;93(6):503–511 (in Russian).

[2] Якимчук ИВ, Евсеев НВ, Коробков ДА и др. Цифровой анализа
керна — инновационный подход для оценки эффективности аген-
тов МУН на поровом уровне для ачимовских пород. Российская
нефтегазовая техническая конференция SPE (26-29 октября 2020).
Москва. 2020:1–12.
Yakimchuk IV, Evseev NV, Korobkov DA, et al. Digital core analysis is an
innovative approach for evaluating the effectiveness of EOR agents at
the pore level for Achimov rocks. SPE Russian Oil and Gas Exploration
and Production Technical Conference. Moscow. 2020: SPE-202015-RU.
(in Russian).

[3] Shandrygin AN. Digital Core Analysis for Flow Process Evaluation Is
Myth or Reality? SPE Russian Oil and Gas Exploration and Production
Technical Conference and Exhibition. Moscow. 2014:SPE-171216-MS.

[4] Загоровский МА, Шабаров АБ, Степанов СВ. Кластерная капилляр-
ная модель керна для вычисления относительных фазовых прони-
цаемостей при фильтрации нефти и воды. Математическое моде-
лирование. 2024;36(1):85–104. https://doi.org/10.20948/mm-2024-01-06
Zagorovskii MA, Shabarov AB, Stepanov SV. Cluster Capillary Core
Model for the Calculation of the Relative Phase Permeability
for Oil and Water Filtration. Mathematical Models and
Computer Simulations. 2024;16(3):383–395. https://doi.org/10.1134/
S2070048224700066

[5] Степанов СВ, Шабаров АБ, Бембель ГС Вычислительная технология
для определения функции межфазного взаимодействия на основе
моделирования течения в капиллярном кластере. Вестник Тюмен-
ского государственного университета. Физико-математическое мо-
делирование. Нефть, газ, энергетика. 2016;2(1):63–71. https://doi.org/
10.21684/2411-7978-2016-2-1-63-71
Stepanov SV, Shabarov AB, Bembel GS. Computer Technology for
Determination of Interphase Interaction Function Based on Flow

Simulation in Capillary Cluster. Tyumen State University Herald.
Physical and Mathematical Modeling. Oil, Gas, Energy. 2016;2(1):63–
71. (in Russian)

[6] Cubaud T, Mason T. Capillary threads and viscous droplets in square
microchannels. Physics of Fluids. 2008;20(5):053302. https://doi.org/10.
1063/1.2911716

[7] Ramstad T, Kristoffersen A, Ebeltoft E. Uncertainty span for relative
permeability and capillary pressure by varying wettability and
spatial flow directions utilizing pore scale modelling. E3S Web of
Conferences. 2020;146(5):01002. DOI: 10.1051/e3sconf/202014601002

[8] Степанов СВ, Динариев ОЮ, Загоровский МА. Влияние детализа-
ции пустотного пространства керна на вычисление фильтрацион-
ных свойств по технологии «Цифровой керн». Актуальные пробле-
мы нефти и газа. 2025;16(3):391–404. https://elibrary.ru/GTJARA
Stepanov SV, Dinariev OY, Zagorovskii MA. The effect of core void space
detailing on the calculation of filtration properties using Digital Core
technology. Actual Problems of Oil and Gas. 2025;16(3):391–404. (in
Russian).

[9] Andrew M, Menke H, Blunt M, Bijeljic B. The Imaging of
Dynamic Multiphase Fluid Flow Using Synchrotron-Based X-ray
Microtomography at Reservoir Conditions. Transport in Porous Media.
2015;110(1):1–24. https://doi.org/10.1007/s11242-015-0553-2

[10] Lin Q, Bijeljic B, Krevor S, et al. A new waterflood initialization
protocol for pore-scale multiphase flow experiments. International
Symposium of the Society of Core Analysts. Trondheim. 2018:SCA2018-
032

[11] Berg S, Armstrong R, Ott H, et al. Multiphase flow in porous rock
imaged under dynamic flow conditions with fast X-ray computed
microtomography. International Symposium of the Society of Core
Analysts. Napa Valley. 2013:SCA2013-011

[12] Х-Ray Tomography Dataset of Steady-State Two-Phase Flow
in Bentheimer Sandstone. [online] Available from: URL https:
//digitalporousmedia.org/published-datasets/drp.project.published.DRP-471
(Accessed 15.01.2026). https://doi.org/10.17612/G6H1-4J16

[13] ПряжниковМИ, Минаков АВ, Пряжников АИ, Якимов АС. Карта режи-
мов течения вода-нефть в прямом микроканале. Письма в журнал
технической физики. 2022;48(3):6–9. DOI: https://doi.org/10.21883/PJTF.
2022.03.51973.19030
Pryazhnikov M.I., Minakov A.V., Pryazhnikov A.I., Yakimov A.S. Map of
water-oil flow regimes in a direct microchannel. Technical Physics
Letters. 2022;48(3):1–4. https://doi.org/10.21883/TPL.2022.02.53572.19030

[14] Baroud C, Gallaire F, Dangla R. Dynamics of microfluidic droplets. Lab
on a Chip. 2010;10(16):2032–2045. https://doi.org/10.1039/c001191f

[15] Lei L, Zhao Y, Chen W, Li H, Wang X, Zhang J. Experimental Studies of
Droplet Formation Process and Length for Liquid–Liquid Two-Phase
Flows in a Microchannel. Energies. 2021;14(5):1341. https://doi.org/10.
3390/en14051341

[16] Ngo I, Woo joo S, Byon C. Effects of Junction Angle and Viscosity Ratio
on Droplet Formation in Microfluidic Cross-Junction. Journal of Fluids
Engineering. 2016;138(5):051202. https://doi.org/10.1115/1.4031881

[17] Roof J. Snap-off of oil droplets in water-wet pores. SPE Journal.
1970;10(1):85–90. https://doi.org/10.2118/2504-PA

[18] Tian J, Kang Y, Xi Z, Jia N, You L, Luo P. Real-time visualization
and investigation of dynamic gas snap- off mechanisms in 2-D
micro channels. Fuel. 2020;279:118232. https://doi.org/10.1016/j.fuel.
2020.118232

[19] Raeini A, Bijeljic B, Blunt M. Numerical Modelling of Sub-pore Scale
Events in Two-Phase Flow Through Porous Media. Transport in Porous
Media. 2014;101(2):191–213. https://doi.org/10.1007/s11242-013-0239-6

[20] Starnoni M, Pokrajac D. Numerical study of the effects of contact angle
and viscosity ratio on the dynamics of snap-off through porousmedia.
Advances in Water Resources. 2018;111:70–85. https://doi.org/10.1016/j.
advwatres.2017.10.030

[21] Hirt C, Nichols B. Volume of fluid (VOF) method for the dynamics of
free boundaries. Journal of Computational Physics. 1981;39(1):201–
225. https://doi.org/10.1016/0021-9991(81)90145-5

[22] Deshpande S, Anumolu L, Trujillo M. Evaluating the performance
of the two-phase flow solver interFoam. Computational Science
& Discovery. 2012;5(1):014016. https://doi.org/10.1088/1749-4699/5/1/
014016

[23] Brackbill J, Kothe D, Zemach C. A continuum method for modeling
surface tension. Journal of Computational Physics. 1992;100(2):335–
354. https://doi.org/10.1016/0021-9991(92)90240-y

https://doi.org/10.31857/S0869587323060026
https://doi.org/10.31857/S0869587323060026
https://doi.org/10.20948/mm-2024-01-06
https://doi.org/10.1134/S2070048224700066
https://doi.org/10.1134/S2070048224700066
https://doi.org/10.21684/2411-7978-2016-2-1-63-71
https://doi.org/10.21684/2411-7978-2016-2-1-63-71
https://doi.org/10.1063/1.2911716
https://doi.org/10.1063/1.2911716
https://elibrary.ru/GTJARA
https://doi.org/10.1007/s11242-015-0553-2
https://digitalporousmedia.org/published-datasets/drp.project.published.DRP-471
https://digitalporousmedia.org/published-datasets/drp.project.published.DRP-471
https://doi.org/10.17612/G6H1-4J16
https://doi.org/10.21883/PJTF.2022.03.51973.19030
https://doi.org/10.21883/PJTF.2022.03.51973.19030
https://doi.org/10.21883/TPL.2022.02.53572.19030
https://doi.org/10.1039/c001191f
https://doi.org/10.3390/en14051341
https://doi.org/10.3390/en14051341
https://doi.org/10.1115/1.4031881
https://doi.org/10.2118/2504-PA
https://doi.org/10.1016/j.fuel.2020.118232
https://doi.org/10.1016/j.fuel.2020.118232
https://doi.org/10.1007/s11242-013-0239-6
https://doi.org/10.1016/j.advwatres.2017.10.030
https://doi.org/10.1016/j.advwatres.2017.10.030
https://doi.org/10.1016/0021-9991(81)90145-5
https://doi.org/10.1088/1749-4699/5/1/014016
https://doi.org/10.1088/1749-4699/5/1/014016
https://doi.org/10.1016/0021-9991(92)90240-y


Multiphase Systems 2026;21(1) M.A. Zagorovskii 17

[24] Shen P, Zhu B, Li X, Wu Y. An experimental study of the influence
of interfacial tension on water-oil two- phase relative permeability.
Transport in Porous Media. 2010:85:505–520. https://doi.org/10.1007/
s11242-010-9575-y

[25] Armstrong R, McClure J, Berrill M, Rücker M, Schlüter S, Berg S. Beyond
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Задача выбора оптимального давления сепарации
на нефтегазовом месторождении методом Катца

С.Н. Глухов
Уфимский университет науки и технологий, Уфа, Россия

E-mail: snglukhov@rn-t.ru

Аннотация. Увеличение эффективности сепарации является одной из важных проблем, требующей применения обоснованного количе-
ства ступеней и давления сепарации на объектах сбора и подготовки скважинной продукции. Оптимизация параметров установок
является актуальной задачей, так как позволяет увеличить массовый выход нефти на несколько процентов, что в текущих реалиях
существенно увеличивает прибыль компаний и оптимизирует затраты на добычу одной тонны нефти. Объект исследования работы —
сфера сбора и подготовки скважинной продукции. Первичная обработка нефти происходит на установках предварительного сброса
и подготовки воды: в них водонефтяная эмульсия проходит через сепараторы, в которых путем снижения давления выделяется
попутный нефтяной газ. Попутный нефтяной газ может использоваться в различных целях: закачка в пласт с целью поддержания
пластового давления; выработка тепла и электроэнергии для собственных нужд; отправка на газоперерабатывающие заводы. Вто-
ричная обработка нефти происходит на установках комплексной подготовки нефти: в них водонефтяная эмульсия отделяется от
воды, солей и примесей. Отделение от воды происходит на специальных устройствах — отстойниках, в которых посредством разно-
сти плотностей вода и нефть разделяются. В настоящей работе решается задача выбора оптимального давления на нефтегазовом
месторождении методом Катца. Исследуемое месторождение характеризуется маловязкой газонасыщенной нефтью, для которой
необходимы несколько ступеней сепарации с целью наиболее эффективного удаления попутного нефтяного газа. Расчет произво-
дился в программном комплексе Excel с использованием таблиц и функции «Поиск решения» для нахождения параметров жидкой
и газовой фазы. Построены графики зависимости выхода нефти от давления двухступенчатой сепарации и зависимости выхода
нефти от давления трехступенчатой сепарации. На основе полученных результатов можно сделать вывод о том, что для данного
месторождения целесообразно будет использовать 3-х ступенчатую, а не 2-х или 6-и ступенчатую сепарацию.

Ключевые слова: сепарация; сепаратор; метод Катца; материальный баланс; давление сепарации; массовый выход нефти; оптимизация
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The problem of selecting the optimal pressure
at an oil and gas field using the Katz method

S.N. Glukhov
Ufa University of Science and Technology, Ufa, Russia

E-mail: snglukhov@rn-t.ru

Abstract. Increasing separation efficiency is a critical issue requiring the appropriate number of stages and separation pressure at wellbore
collection and processing facilities. Optimizing unit parameters is a pressing issue, as it allows for a significant increase in oil yield by
several percent, which, in today’s environment, significantly increases company profits and optimizes the cost of producing one ton of oil.
This research focuses on the collection and processing of wellbore products. Primary oil processing occurs in preliminary water separation
and treatment units. In this unit, the oil-water emulsion passes through separators, where associated petroleum gas is released by reducing
pressure. Associated petroleum gas can be used for various purposes: injection into the reservoir to maintain reservoir pressure; generation
of heat and electricity for internal needs; and shipment to gas processing plants. Secondary oil processing occurs in integrated oil treatment
units, where the oil-water emulsion is separated from water, salts, and impurities. Water separation occurs in special devices called settling
tanks, where water and oil are separated by density differences. This paper addresses the problem of selecting the optimal pressure for
an oil and gas field using the Katz method. The field under study is characterized by low-viscosity gas-saturated oil, requiring multiple
separation stages to most effectively remove associated petroleum gas. The calculations were performed in Excel using tables and the
”Solver“ function to find the parameters of the liquid and gas phases. Graphs were constructed for oil yield versus pressure in a two-stage
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separation system and for oil yield versus pressure in a three-stage separation system. Based on the results obtained, it can be concluded
that a three-stage separation system, rather than a two- or six-stage system, would be more appropriate for this field.

Keywords: separation; separator; Katz method; material balance; separation pressure; mass oil yield; optimization
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1. Введение
Увеличение эффективности сепарации является од-

ной из важных проблем, требующей обоснованного вы-
бора количества ступеней и режимов давления сепара-
ции на объектах сбора и подготовки скважинной про-
дукции, что подтверждается исследованиями влияния
вязкости нефти и газового фактора на процесс сепара-
ции [1]. Оптимизация параметров установок является
актуальной задачей, так как позволяет увеличить мас-
совый выход нефти на несколько процентов, что в те-
кущих реалиях существенно увеличивает прибыль ком-
паний и оптимизирует затраты на добычу одной тон-
ны нефти. Исследования показывают, что правильный
подбор параметров сепарации может значительно по-
высить эффективность процесса, особенно для газона-
сыщенных нефтей [2].

Объектом исследования работы является сфера сбо-
ра и подготовки скважинной продукции [3,4]. Первич-
ная обработка нефти происходит на установках пред-
варительного сброса и подготовки воды: в них водоне-
фтяная эмульсия проходит через сепараторы, в которых
путем снижения давления выделяется попутный нефтя-
ной газ (ПНГ). ПНГ может использоваться в различных
целях, таких как: закачка в пласт с целью поддержания
пластового давления, выработка тепла и электроэнер-
гии для собственных нужд, а также отправка на газопе-
рерабатывающие заводы. Вторичная обработка нефти
проходитна установках комплекснойподготовкинефти:
в них водонефтяная эмульсия отделяется от воды, солей
и примесей. Отделение от воды происходит на специ-
альных устройствах — отстойниках, в которых посред-
ством разности плотностей вода и нефть разделяются.
Очистка от солей происходит на электродегидраторах,
принцип работы которых заключается в разрушении
нефтяной эмульсии обратного типа в электрическом
поле. Современные подходы к оптимизации процессов
сепарации и подготовки нефти подробно описаны в ра-
ботах зарубежных исследователей, где особое внимание
уделяется влиянию технологических параметров на вы-
ход конечного продукта [5].

Целью настоящей работы является выявление за-
висимости выхода нефти на месторождении Башкор-
тостана после сепарации в зависимости от количества
ступеней сепарации (2, 3 или 6 ступеней), а также от
давления сепарации. Исследуемое месторождение ха-
рактеризуется маловязкой газонасыщенной нефтью [6],
для которой необходимынесколько ступеней сепарации
с целью наиболее эффективного удаления попутного
нефтяного газа.

В ходе работы решались задачи нахождения оп-

тимальных параметров сепарации и подбора типораз-
меров сепараторов. Предполагается, что с увеличени-
ем давления сепарации эффективность будет расти до
определенного пика, после чего будет наблюдаться плав-
ный спад — это связано с тем, что сепарация будет про-
исходить более резко, чем при оптимальном случае. То
есть оптимальные параметры каждой ступени покажут
максимальную эффективность сепаратора при данных
свойствах нефти.

В работе используется метод Катца — метод мате-
риального баланса [7], суть которого заключается в том,
что количество молей нефти, вошедшей в сепаратор,
всегда равно сумме количества моль отсепарированного
газа и отсепарированной нефти. То есть, другими слова-
ми, это закон сохранения массы: масса не появляется
из ниоткуда, и никуда не исчезает.

2. Постановка задачи
В ходе сбора и подготовки нефти на нефтяных про-

мыслах возникают задачи расчета составов и свойств
смесей газов, нефтей разных горизонтов и пластовых
вод.

Нефть представляет собой сложное многокомпо-
нентное природное соединение, как правило, насыщен-
ное газами. Пластовые воды нефтяных месторождений
являются также растворами хлоридов, сульфидов и кар-
бонатов металлов в воде с примесью пластовой нефти и
щелочных солей нафтеновых кислот. В пластовых водах
содержатся также механические примеси, углеводород-
ные газы, двуокись углерода, азот и другие соединения.

Состав смеси характеризуется числом компонентов
смеси и их соотношением. Соотношения компонентов
определяются долями: массовой, объемной, молярной.
Сумма долей всех компонентов, составляющих смесь,
равна единице.

Сепарация нефти — это процесс удаления легких
фракций из нефти путем однократного или многократ-
ного испарения при снижении давления. Сепарация мо-
жет сопровождаться и усиливаться предварительным
подогревом. Сепарация является частью стабилизации
нефти. Другая часть стабилизациинефти—это ректифи-
кация. Ректификация нефти — это многократные кон-
денсация и испарение с четким разделением углеводо-
родов по заданной глубине стабилизации нефти.

Наиболее актуальным является выбор многоступен-
чатой сепарации при большом газовом факторе нефти,
так как в жидкой фазе сохраняются бутан и пентан, тем
самым, увеличивая массовый выход нефти до 5 % по
сравнению с контактной сепарацией.

Месторождение Башкортостана «А» открыто в
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1989 г., введено в разработку в 1991 г.
На данном месторождении «А» установлено 15 за-

лежей нефти, приуроченных к пяти продуктивным пла-
стам.

На месторождении выделено пять эксплуатацион-
ных объектов: объект C1t (карбонатные отложения тур-
нейского яруса), объект D3zv (карбонатные отложения
заволжского надгоризонта), объектD3fm2 (карбонатные
отложения среднефаменского подъяруса), объект D2ps
(терригенные отложения пашийского горизонта верх-
него девона) и объект D1-2bs (карбонатные отложения
бийского горизонта).

Все 15 залежей были введены в разработку, из них
шесть на данныймомент не разрабатываются (три в свя-
зи с удаленностью залежей от основных коммуникаций
и три по причине низкой продуктивности скважин). На
01.01.2016 г. разрабатываются четыре объекта. В насто-
ящее время не разрабатывается объект D3zv в связи с
удаленностью от основных коммуникаций (разработка
велась в 2000–2001 гг.).

Запасы нефти утверждены в ГКЗ в 2003 г., в 2009,
2010, 2013 гг., выполнены ОПЗ по объектам C1t, D3fm2
и D3ps.

Основные свойства нефти для расчетов приведены
в табл. 1 и 2.

3. Выбор количества ступеней сепарации
и их давления
Задача выбора оптимального давления решается

методомКатца (методомматериального баланса) [7], ко-
торый заключается в том, что количествомоль вещества
остается неизменным, однако часть идет в жидкую (обо-
значается L) и в газовую фазы (обозначается V), то есть

L + V = 1.

При любых термобарических условиях, которые мо-
гут быть созданы в сепараторе, имеет место константа
фазового равновесия (Ki), физический смысл которой —
это отношение количества моль компонента в газовой
фазе к количеству моль в жидкой фазе:

Ki =
yi
xi

,

Таблица 1. Компонентный состав пластовой нефти

Компоненты пластовой нефти Мольная доля
CO2 0.0043
N2 0.0104
CH4 0.1064
С2Н6 0.0545
С3Н8 0.0672
iС4Н10 0.0143
nС4Н10 0.0419
iС5Н12 0.025
nС5Н12 0.0286
С6Н14 0.0486
C7+ 0.5988

Сумма 1

где yi — мольная доля вещества в газовой фазе; xi —
мольная доля вещества в жидкой фазе; i = 1 . . . 11 —
компонента ПНГ (табл. 3 и 4).

Из вышесказанного можно сделать вывод, что моль-
ная доля вещества:

zi = L · xi + V · yI .

Используя константу фазового равновесия получа-
ем уравнение материального баланса:

xi =
zi

L + K · V
,

L иV находятся методом итераций—постепенного при-
ближения к истине.

Давление на последней ступени сепарации всегда
равно 1 атмосфере, поэтому задача заключается в нахож-
дении давления на первой ступени сепарации. Следует
отметить, что в работе рассматривается отделение жир-
ного газа от нефти. Температура в рассматриваемом
случае равна 20 ◦С.

Расчет производился в программном комплексе
Excel с использованием таблиц и функции «Поиск реше-
ния» для нахождения параметров L и V.

В итоге необходимо посчитать суточную работу се-
паратора по выходу отсепарированной нефти Qн:

Qн = Nнефти · L1 · L2 · Mсеп2,

где Nнефти—суточное количество молей отсепарирован-
ной нефти, кмоль/сут; Lm — содержание жидкой фазы
на m-ой ступени сепарации; Mсеп2 — молярная масса
отсепарированной нефти на 2-ой ступени сепарации,
кг/кмоль.

Расчет проведен для давлений P = 1 . . . 30 атм и по-
строен график Q = f (P). Расчет для давления P1 =
2 атм; метан CH4: L1 = 0.78551; V1 = 0.21449; L2 =
0.98120; V2 = 0.01880:

x1;CH4 =
z1;CH4

L1+KV1
=

0.1064
0.78551+86 · 0.21449

=0.0055;

y1;CH4 = K1;CH4 · x1;CH4 = 86 · 0.0055 = 0.4758;

Mceп1 = ∑ Mixi = 262.782
г

моль
;

x2;CH4 =
x1;CH4

L2 + KV2
=

0.0055
0.9812 + 174 · 0.0188

= 0.0013;

y2;CH4 = K2;CH4 · x2;CH4 = 174 · 0.0013 = 0.2264;

Mceп2 = ∑ Mixi = 267.037
г

моль
;

Nпл нефт =
Qпл нефт

Mпл нефт
=

54.8 · 106 г
сут

213.021 г
моль

=

= 257252
моль
сут

= 257.252
кмоль
сут

;

Qн сеп = Nпл нефт · L1 · L2 · Mceп2 =

= 257.252
кмоль
сут

· 0.78551 · 0.98120×

×267.037
кг
моль

= 52947
кг
сут

= 52.957
т
сут

.
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Таблица 2. Физико-химические свойства нефти

Параметр Значение
Давление пластовое, МПа 26.5
Температура пластовая, ◦С 44
Давление насыщения пластовой нефти, МПа 6.47
Газосодержание, м3/т 45.77
Плотность нефти в пластовых условиях, кг/м3 831
Вязкость нефти в пластовых условиях, мПа·с 5.6
Плотность ПНГ в стандартных условиях, кг/м3 1.369
Плотность нефти в стандартных условиях, кг/м3 874

Таблица 3. Первая ступень сепарации

Первая ступень сепарации Pсеп = 2.0 атм, Pизб = 1 атм, t = 20 ◦C

Компо-
нента
ПНГ

Ki =
yi
xi

Молярная
масса M,
г/моль

Состав жидкости xi = zi/(L + Ki · V)

ПНГ
yi =Ki ·xi

Состав дегазиро-
ванной нефти в

массовом выражении
(Mi · xi)

∑(Mi · xi)

Состав газа
в массовом
выражении
(Mi · yi)

∑(Mi · yi)

Попытка 1 Попытка 2 Попытка 3
(истина)

L 0.75 0.85 0.78551861
V 0.25 0.15 0.21448139

CO 35 44.009 0.0005 0.0007 0.0005 0.0181 0.00009 0.0260
N2 330 28.014 0.0001 0.0002 0.0001 0.0480 0.00002 0.0437
CH4 86 16.043 0.0048 0.0077 0.0055 0.4758 0.00034 0.2480
C2H6 14 30.070 0.0128 0.0185 0.0144 0.2014 0.00165 0.1968
C3H8 3.9 44.097 0.0390 0.0468 0.0414 0.1616 0.00695 0.2315
iC4H10 1.5 58.123 0.0127 0.0133 0.0129 0.0194 0.00286 0.0366
nC4H10 1 58.123 0.0419 0.0419 0.0419 0.0419 0.00927 0.0791
iC5H12 0.4 72.150 0.0294 0.0275 0.0287 0.0115 0.00788 0.0269
nC5H12 0.28 72.150 0.0349 0.0321 0.0338 0.0095 0.00929 0.0222
C6H14 0.1 86.1771 0.0627 0.0562 0.0602 0.0060 0.01975 0.0169
C7H16+
остаток 0.009 325.500 0.7960 0.7034 0.7604 0.0068 0.94192 0.0724

Σ 1.0348 0.9482 1.0000 1.0000 1.00000 1.0000

Таблица 4. Вторая ступень сепарации

Вторая ступень сепарации Pсеп = 1.0атм, Pизб = 0 атм, t = 20 ◦C

Компо-
нента
ПНГ

Ki =
yi
xi

Мольная
доля ком-
понента
Zi , д.е.

Состав жидкости xi = zi/(L + Ki · V)

ПНГ
yi =Ki ·xi

Состав дегазиро-
ванной нефти в

массовом выражении
(Mi · xi)

∑(Mi · xi)

Состав газа
в массовом
выражении
(Mi · yi)

∑(Mi · yi)

Попытка 1 Попытка 2 Попытка 3
(истина)

L 0.75 0.85 0.78551861
V 0.25 0.15 0.21448139

CO 71 0.0005 0.0000 0.0000 0.0002 0.0159 0.00004 0.0172
N2 635 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0071 0.00000 0.0049
CH4 174 0.0055 0.0001 0.0002 0.0013 0.2264 0.00008 0.0893
C2H6 29 0.0144 0.0018 0.0028 0.0094 0.2733 0.00106 0.2021
C3H8 8 0.0414 0.0151 0.0202 0.0366 0.2929 0.00605 0.3175
iC4H10 2.8 0.0129 0.0089 0.0102 0.0125 0.0350 0.00272 0.0500
nC4H10 2 0.0419 0.0335 0.0364 0.0411 0.0823 0.00895 0.1175
iC5H12 0.8 0.0287 0.0302 0.0296 0.0288 0.0230 0.00778 0.0409
nC5H12 0.6 0.0338 0.0376 0.0360 0.0341 0.0204 0.00921 0.0363
C6H14 0.18 0.0602 0.0758 0.0687 0.0612 0.0110 0.01974 0.0233
C7H16+
остаток 0.0163 0.7604 1.0084 0.8921 0.7748 0.0126 0.94438 0.1011

Σ 1.0000 1.2114 1.0961 1.0000 1.0000 1.00000 1.0000
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Рис. 1. График зависимости выхода нефти от давления двухсту-
пенчатой сепарации

После проведения расчетов для всех давлений по-
строим график Qн сеп = f (P) (рис. 1).

По графику на рис. 1 находим максимум выхо-
да нефти: при давлении на первой ступени P = 4 атм,
Qн = 53.073 т/сут.

Аналогично рассчитываем трехступенчатую сепа-
рацию и получаем график зависимости выхода нефти
от давления трехступенчатой сепарации (рис. 2).

По графику на рис. 2 находиммаксимум нефти: при
давлении на первой ступени сепарации P1 = 4 атм, на
второй ступени — P2 = 2 атм, на третьей ступени —
P3 = 1 атм; Qн сеп = 53.189 т/сут. Следует отметить при-
менимость в этом случае выбора оптимального давле-
ния второй ступени сепарации P2 графическимметодом
с шагом 1 атм.

Рассчитаем эффект использования третьей ступени
сепарации:

∆Q2=
Q2−Q1

Q1
100 %=

53.073−52.395
52.395

100 %=1.29 %,

∆Q3=
Q3−Q1

Q1
100 %=

53.189−52.395
52.395

100 %=1.52 %,

таким образом

∆Q3 − ∆Q2 = 1.52% − 1.29% = 0.23%

и можно сделать вывод о незначительном положитель-
ном эффекте использования третьей ступени сепарации
для такого малого количества нефти.

Найдем выход нефти после шестиступенчатой се-
парации:

Q6=L1 · L2 · L3 · L4 · L5 · L6 · Nпл нефти · M6=51.21
т
сут

.

Можно сделать вывод о том, что для данного ме-
сторождения целесообразнее будет использовать 3-х
ступенчатую сепарацию, а не -х2 или 6-и ступенчатую
сепарацию.

Выполним аналогичные расчеты для шестиступен-
чатой сепарации с давлениями сепарации P1 = 10 атм,
P2 = 5 атм, P3 = 4 атм, P4 = 3 атм, P5 = 2 атм, P6 = 1 атм.
Результаты расчетов приведены в табл. 5.

Рис. 2. График зависимости выхода нефти от давления трехсту-
пенчатой сепарации

Для последующих расчетов найдем выход по газу
Qг (н.у.):

QПНГ1 = 22.4
л

моль
· Nпл · V1 =

= 22.4
л

моль
· 257252

моль
сут

· 0.16926 =

= 975365.3
л
сут

= 975.365
м3

сут
,

QПНГ2 = 22.4
л

моль
· Nпл · L1 · V2 =

= 22.4
л

моль
· 257252

моль
сут

· 0.83074 · 0.063778 =

= 305308.6
л
сут

= 305.309
м3

сут
.

4. Подбор типоразмера сепараторов
В сепаратор поступает пластовая нефть в количе-

стве

Gж = ρжQж = 956.8
кг
м3 · 193.4

м3

сут
= 185626.5

кг
сут

.

Плотность водонефтяной эмульсии

ρж = (1 − fв)ρн + fвρв =

= (1 − 0.681) · 874
кг
м3 + 0.681 · 1000

кг
м3 = 959.8

кг
м3 ,

где fв — обводненность пластовой нефти; ρн, ρв — плот-
ность нефти и воды соответственно.

Из сепаратора выходит газ в количестве

Gг = Nпл · V1 · MПНГ1 =

=257.252
кмоль
сут

· 0.16926 · 26.61
кг

кмоль
=1158.7

кг
сут

.

Таблица 5. Таблица шестиступенчатой сепарации

Номер Жидкая фаза, Молярная масса
ступени L, д. ед. нефти, г/моль

1 0.891769 236.099
2 0.961429 244.515
3 0.951285 246.783
4 0.987662 249.483
5 0.984412 252.878
6 0.958111 261.994
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Объемный расход жидкости

Vж =
Gж
ρж

=
185626.5 кг

сут ·
1

24
сут
ч

959.8 кгм3
= 8.058

м3

ч
.

Объемный расход газа

Vг =
QПНГ1

24
=

975.365 м
3

сут

24 ч
сут

= 40.640
м3

ч
.

Выбираем сепаратор НГС-0,6-1200 со следующими
характеристиками:

• объем V = 6.3 м3;

• внутренний диаметр Dв = 1.2 м;

• длина L = 5.57 м;

• максимальная производительность по жидкости—
100 м3/ч;

• максимальная производительность по газу —
20700 м3/ч.

Определяем максимальную пропускную способ-
ность этого сепаратора по пластовой нефти (эмульсии):

Vmax
ж =

F · d2(ρэм − ρг) · g
18µэм

· 3600
м3

ч
,

где F — площадь зеркала нефти, м2.
Обычно уровень жидкости в сепараторе находится

в районе осевой линии. Для упрощения расчетов мож-
но с достаточной точностью принять площадь зеркала
нефти равной 95 % от максимального значения:

F ≈ 0.95 · Dв · L = 0.95 · 1.2м · 5.57м = 6.35м2,

где d — диаметр пузырьков газа, который не должен
превышать 1 . . . 2 мм. Возьмем d = 1 мм = 1 · 10−3 м.

Для расчета динамической вязкости эмульсии µэм
воспользуемся формулой:

µэм =
µн

(1 − fв)2.5 =
5.6мПа · с

(1 − 0.681)2.5 = 97.4мПа · с.

Максимальная пропускная способность сепаратора
по жидкости:

Vmax
ж =

6.35м2 (1 · 10−3м
)2

(
959.8 кгм3 −1.21 кгм3

)
9.81 мс2

18·97.4 · 10−3Па·c ×

×3600
с
ч
= 122.570

м3

ч
.

Поскольку Vmax
ж (122.570) > Vж(8.058), то сепаратор

сможет обеспечить необходимые условия первой сту-
пени сепарации нефти.

Для второй и третьей ступеней можно использо-
вать эту же модель сепаратора, поскольку количество
жидкости будет поступать меньше.

5. Выводы
Анализ полученных данных показал, что для рас-

смотренного месторождения наиболее целесообразной
является трехступенчатая схема сепарации. Это реше-
ние позволяет достичь оптимального баланса между
технологической эффективностью, экономической це-
лесообразностью и эксплуатационными затратами, из-
бегая избыточных капитальных вложений, которые по-
требовались бы при использовании шестиступенчатой
сепарации, и недостаточной эффективности двухсту-
пенчатой схемы.

Таким образом, оптимизация процесса сепарации
скважинной продукции с учетом специфики месторож-
дения и применения современных методов расчета поз-
воляет значительно повысить эффективность добычи
нефти. Использование трехступенчатой сепарации для
исследуемого месторождения обеспечивает максималь-
ный выход нефти при минимальных затратах, что спо-
собствует увеличению рентабельности производства и
конкурентоспособности предприятия на рынке нефте-
газовых ресурсов.

Дальнейшие исследования в этом направлении мо-
гут быть направлены на изучение возможности при-
менения альтернативных методов сепарации, а также
на разработку автоматизированных систем управления
процессом, что позволит еще больше повысить его эф-
фективность и надежность.
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Моделирование взаимодействия ударной волны
с дисперсной средой в пакете OpenFOAM

О.В. Яковлев
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Аннотация. В статье рассматривается применимость модели, основанной на кинетической теории гранулированных потоков, для
описания динамики взаимодействия ударной волны с дисперсной средой при помощи решателя blastEulerFoam в OpenFOAM. Модель
сравнивалась с экспериментальными данными и с результатами модели Баера–Нунциато, которая широко используется для моделиро-
вания гранулированной динамики при распространении ударных волн. Численные расчеты выявили существенные расхождения с
кинетической моделью, а также с экспериментальными наблюдениями и результатами модели Баера–Нунциато. Основной причиной
различий является отсутствие в кинетической модели зависимости гранулированного давления от объемной доли частиц и межчастич-
ного трения, что приводит к неточным прогнозам эффектов уплотнения. В отличие от нее, модель Баера–Нунциато учитывает сильную
связь между объемной долей частиц и фрикционными взаимодействиями, обеспечивая лучшую согласованность с экспериментальными
данными. В качестве численного эксперимента использовался решатель blastEulerFoam, реализующий модели гранулированных сред
на основе кинетической теории. В расчетах применялись параметры газа (γ = 1.4, µ = 1.81 × 10−5 Па·с) и дисперсной среды (диаметр
частиц равен 0.05 мм, αmax = 0.63). Для расчета радиального распределения использовалась модель Sinclair–Jackson, а межчастичные
трения описывались по Johnson–Jackson. Моделирование проводилось на двумерной сетке с шагом 0.5 мм, при условии постоянного
потока воздуха над стенкой. Были рассчитаны углы компактирования ψ и ϕ, которые сравнивались с экспериментальными данными
и результатами модели Баера–Нунциато. Полученные значения ψ от 2.3 до 2.7, что значительно выше экспериментальных 1.5–1.8,
показывают переоценку степени уплотнения. Полученные результаты указывают на ограничения применимости рассматриваемой
кинетической модели в описании процессов ударно-волнового компактирования частиц и требуют дополнительного анализа в более ши-
роком диапазоне условий и параметров, включая более точную модель межчастичного взаимодействия и влияние плотности упаковки.

Ключевые слова: кинетическая теория гранулярных потоков; ударная волна; дисперсная среда; blastEulerFoam; компактирование
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Modeling the interaction of a shock wave
with a dispersed medium in OpenFOAM

O.V. Yakovlev
Ufa University of Science and Technology, Ufa, Russia

E-mail: yakovlev_ov@inbox.ru

Abstract. The study investigates the applicability of a kinetic-theory-based model for granular flows to simulate the interaction of a shock
wave with a dispersed medium using the OpenFOAM solver blastEulerFoam. The kinetic model was benchmarked against experimental
measurements and the Baer–Nunziato (BN) model, which is widely employed for granular dynamics in shock-wave propagation. Numerical
simulations revealed significant discrepancies between the kinetic theory model and both experimental observations and BN results. The
primary source of the divergence is the omission in the kinetic model of the dependence of granular pressure on particle volume fraction
and inter-particle friction, leading to inaccurate predictions of compaction effects. In contrast, the BN model incorporates a strong coupling
between particle volume fraction and frictional interactions, providing results that better agree with experimental data.In the numerical
experiments, blastEulerFoam was used to solve the Eulerian–Eulerian equations with kinetic-theory granular closures. Gas properties
(γ = 1.4, µ = 1.81 × 10−5 Pa·s) and dispersed-phase parameters (particle diameter is 0.05 mm, αmax = 0.63) were specified. The radial
distribution function was taken from the Sinclair–Jackson model, while inter-particle friction was modeled using the Johnson–Jackson
formulation. Simulations were performed on a 2-D grid with a 0.5 mm cell size, imposing a constant air inflow over the wall. Compaction
angles ψ and ϕwere computed and compared with experimental data and BN predictions. The kinetic-theory model yielded ψ values between
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2.3 and 2.7, higher than the experimental range of 1.5–1.8, an over-prediction of compaction. These findings highlight the limitations of
model for shock-wave compaction and call for investigation under conditions, including inter-particle interaction and packing density.

Keywords: KTGF; shock wave; dispersed media; blastEulerFoam; compaction
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1. Введение
Задачи, связанные с исследованием распростране-

ния ударных волн, часто возникают в различных обла-
стях науки и техники: при проектировании двигателей
внутреннего сгорания, в военных технологиях [1], а так-
жепримоделированииопасных ситуаций, случающихся
на производствах, например, пылевой взрыв [2]. Он на-
чинается с начального взрыва-инициатора (например,
взрыв метана в шахте), который создает ударную волну.
Эта волна разрыхляет пыль, взвешивает частицы в воз-
духе, вызывая их возгорание и усиление взрыва. Основ-
ными эффектами, возникающими при взаимодействии
ударной волны с пылевым слоем являются диспергиро-
вание частиц над пылевым слоем и деформация слоя [3].

Для математического моделирования ударно-
волновых процессов с учетом эффектов диспергирова-
ния частиц и деформации слоя традиционно исполь-
зуются модели, основанные на лагранжевом описа-
нии среды. Однако имеются определенные трудности
при большом перемещении и сильной деформации
среды, что привело к разработке методов на основе
эйлерово-лагранжевой модели, реализованных в та-
ких программных пакетах, как Alegra [4] и BLAST [5].
Эйлерово-лагранжевый подход можно применять для
моделирования динамики частиц дисперсной среды
внутри газовых потоков [6]. Тем не менее данные ме-
тоды сложны для технической реализации в случаях,
когда в модели присутствуют гранулированные среды
с большим количеством частиц, поэтому для модели-
рования различных задач многофазных сред все чаще
используются эйлеровы модели.

В литературе рассмотрены несколько видов эйле-
ровых моделей для системы, состоящей из газа и мно-
гофазной среды [7]. Одна из них описывается системой
уравнений, основанной на кинетической теории грану-
лированных потоков [8]. Эти модели описывают взаи-
модействие газа с неупругой гранулированной средой,
состоящей из большого числа несжимаемых частиц. Та-
кая среда в рамках модели характеризуется величиной,
называемой «температура гранулированной среды», ко-
торая, подобно термодинамической температуре, слу-
жит мерой средней кинетической энергии случайного
движения частиц [9]. «Температура гранулированной
среды» используется в определяющих соотношениях
для вычисления «давления твердых частиц», описываю-
щего межзеренное напряжение, возникающее в резуль-
тате столкновений частиц [7].

Многие модели [10,11] гранулированных потоков,
которые используются для моделирования взвесей и
аэрозолей, не учитывают взаимодействие между части-

цами. В тех случаях, когда доля частиц в объеме ста-
новится большой, используются другие типы моделей,
такие как модели, основанные на системе уравнений
Баера–Нунциато [12]. Модель Баера–Нунциато разрабо-
тана для моделирования динамики гранулированных
сред при взрыве и горении, поэтому в ней учтены эффек-
ты деформации частиц в условиях высокого давления.

Модель Баера–Нунциато получила широкое при-
менение для моделирования распространения удар-
ных волн в дисперсных средах. В работе П.С. Уткина
и П.А. Чупрова [13] исследуется распространению воз-
мущений внутри песчаной засыпки. В статье продемон-
стрированы эффекты интерференции волны компакти-
рования, возникающей в гранулярной среде, и волны
в газовой фазе. В [14] изучается явление роста давле-
ния на поверхности плотного слоя частиц под воздей-
ствием ударной волны. Также в последнее время пуб-
ликуются статьи, где рассматривается моделирование
распространение ударной волны вдоль плотного слоя
частиц [15, 16].

Моделирование воздействия ударной волны на
взвеси частиц на основе кинетической теории грану-
лированных потоков рассмотрено в работах [17,18]. В
статье [18] проведено сравнение различных механиз-
мов воздействия на частицы и влияние начальных пара-
метров на динамику подъема частиц. Проанализирован
вклад столкновений частиц в процессы диспергирова-
ния газопылевых взвесей ударной волной. В [17] особое
внимание уделено исследованию динамики гранули-
рованной фазы: динамике гранулярной температуры,
профилям скорости твердой и газовой фаз, а также фор-
мированию уплотнительных структур в слое частиц под
действием ударной волны.

Модели, основанные на кинетической теории, чис-
ленно реализованы во многих программных пакетах
для гидродинамического моделирования, таких как
ANSYSFluent [19], SALOME [20], OpenFOAM.OpenFOAM—
это пакет с открытым исходным кодом [21], в кото-
рый входит набор решателей, основанный на решении
уравнения Навье–Стокса методом контрольного объе-
ма. В рамках настоящей работы рассмотрена примени-
мость модели [8], реализованной в стандартном реша-
теле blastEulerFoam. Конвективные потоки рассчитыва-
ются по схеме Курганова–Тадмора, которая проявляет
излишние диссипативные свойства при решении, но
позволяет избежать решения задачи Римана на каждой
итерации [22]. При расчете учитывается только одна
компонента флюида, что ограничивает его использова-
ние в задачах моделирования взаимодействия газооб-
разной и дисперсной фазы. Существует программный
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пакет blastFOAM [23], расширяющий пакет OpenFOAM,
где реализованы программы решения уравнений Эй-
лера методом контрольного объема для многокомпо-
нентных сжимаемых течений с учетом детонации. В
нем для моделирования гранулированных сред была
реализована модель, основанная кинетической теории
гранулированных потоков, описанная в статье [8].

Методы моделирования процессов, протекающих
при взаимодействии ударной волны с засыпкой частиц,
представлены в статье [3]. Однако, возможность приме-
нения моделей, основанных на кинетической теории,
для данной задачи в работе не была рассмотрена. Далее
в статье исследуется возможность применения моде-
ли [8], основанной на кинетической теории, для модели-
рования эффектов компактирования при распростране-
нии скользящей ударной волны вдоль засыпки частиц.
В вышеупомянутых статьях [17,18] рассмотрено моде-
лирование взаимодействия ударной волны с пылевым
слоем на основе молекулярно-кинетического подхода.
В работе [18] используется модель, где давление частиц
вычисляется на основе величин энергии хаотического
движения частиц и диссипации энергии столкновений.
В используемой автором модели дисперсной среды [8]
мера хаотического движения частиц вычисляется при
помощи модели радиального распределения частиц, ки-
нетической энергии молекул и «температуры гранули-
рованной среды». Также в статье [18] не рассматривается
динамика системы при достижении предельного значе-
ния объемной доли. В статье [17] рассматривалась зада-
ча, где ударная волна распространяется перпендикуляр-
но слою частиц, а не скользит вдоль него, что не позво-
ляет сравнивать полученные результаты с результатами,
полученными с помощью метода Баера–Нунциато.

2. Математическая модель
Постановка задачи основана на задаче, описанной в

статье [3]. Схемарасчетнойобластиизображенана рис. 1.
На граниAB задана постоянная скорость потока воздуха,
проходящего над твердым уступом AG и взаимодейству-
ющего с засыпкой частиц GDEF. На всех остальных гра-
нях используется граничное условие жесткой стенки с
проскальзыванием. В начальный момент времени внут-
ри расчетной области в каждой точке скорости обеих
фаз равны нулю, давления равны атмосферному.

Рассмотрим более общую систему, состоящую из
нескольких несущих и несомых фаз. Динамику каждой

Рис. 1. Схема расчетной области

i-ой жидкой фазы можно описать с помощью системы
векторных дифференциальных уравнений

∂tUi +∇ · Fi = Si, (1)

где Ui — вектор,составленный из консервативных вели-
чин; Fi — вектор, составленный из потоков; Si — вектор
источников. Значения векторов для величин можно за-
писать как

Ui =


αi
αiρi
αiρiui
αiρiEi

 ,

Fi =


αiui
αiρiui

αiρiui ⊗ ui + αi pi I
αi(ρiEi + pi)ui

 ,

Si=


αi∇ · ui+∑i ̸=j

ω̇ij

Ξ(ρi, ρj)

∑i ̸=j ω̇ij
αiρig+∑i ̸=j Ṁij+Ṁv,i

αiρigui+∑i ̸=j(Ėij+Ṁijuint,ij)+Ėdet,i+Ėv,i

,

где α — объемная доля i-ой фазы; ρi — плотность фа-
зы; ui — скорость фазы; Ei — полная фазовая энергия;
pi — парциальное давление фазы; Ṁij, Ėij — источники
импульса и энергии соответственно, описывающиемеж-
фазный обмен импульсом и энергией между i-й и j-й
фазами; Ṁv,i, Ėv,i — вязкие сомножители, представляю-
щие собой дивергенцию вязкого тензора напряжений
и связанный с ними поток энергии; g — вектор уско-
рения свободного падения; Ėdet — энергия, выделяю-
щаяся в ходе реакций; uint,ij — пограничная вязкость
между двумя фазами; ω̇i,j — скорость переноса массы
из i-ой фазы в j-ую. Функция Ξ(xi, xj) определяется как

Ξ(xi, xj) = ξi,jxj + (1 − ξi,j)xi, где ξi,j =

{
1, ω̇i,j > 0
0 иначе

.

Ньютоновский тензор вязких напряжений:

Ṁv,i = ∇
(
αiρiνi

[
∇ui + (∇ui)

T − 2
3
(∇ui)I

])
,

Ėv,i = ∇
(
αiρiνi

[
∇ui + (∇ui)

T − 2
3
(∇ui)I

]
ui

)
+

+∇(αiκT,i∇ei),

где νi — вязкость; κT,i — коэффициент тепловой диффу-
зии; I — единичный метрический тензор.

Уравнения для гранулированных сред также можно
записать в виде системы (1), где векторные величины

Uk =


αkρk
αkρkuk
αkρkek
αkρk⟨E⟩k

 ,

Fk =


αkρkuk

αkρkuk ⊗ uk + (Ps,k + Pf ric,k)I
αkρkekuk
αkρkuk⟨E⟩k

 ,
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Sk =



∑k ̸=j ω̇kj
αkρkg − αk ∑ℓ ∇pint,kℓ + ∑j Ṁkj + Ṁv,k

∑j ėkj + ∑k γ̇kℓ + ėdet,k
−∑

ℓ

γ̇kℓ − ∑
ℓ

ϕprod,kℓ

− Ps,k∇uk + αkτk : ∇uk

+∇(κs,k∇Θk)

+ ∑
k ̸=j

ω̇kj I(⟨E⟩k , 0)


.

В предыдущих выражениях ei — тепловая энергия
фазы; Ps,i, Pfric,i, ⟨E⟩ и pint — парциальное давление гра-
нулированной фазы, давление трения, кинетическая
энергия частиц, обусловленная их хаотическими пере-
мещениями и столкновениями [9], и давление на гра-
нице фаз соответственно. Коэффициенты Ṁij, ėij, γ̇ij,
ϕprod—переносимпульса, энергии, диссипации энергии
и потока источника энергии. Изменение импульса из-за
напряжения гранулированной фазы определим как

Ṁkj = ∇τs,k + ω̇k,j I(uk, uj),

где напряжение дисперсной фазы

τs,i = ρiνs,i [∇ui + (∇ui)
⊺] +

(
λs,i −

2
3
ρiνs,i

)
(∇ui) I

и λs,i — «гранулированная вязкость», определенная со-
гласно статье [24].

Для учета взаимодействиямежду частицами приме-
нена кинетическая теория гранулированных потоков. В
рамках этой теории напряжения в твердой фазе включа-
ют вклад турбулентности частиц, а также фрикционных
взаимодействий при высоких концентрациях. Функция
плотности коррекции (radial distribution function) взята
по модели Sinclair–Jackson. Фрикционные напряжения
описываются подходом Johnson–Jackson, который вво-
дит зависимость между плотностью упаковки частиц и
их механическими взаимодействиями, включая трение
и эластичность столкновений.

3. Численный метод

Численный метод основан на алгоритме PIMPLE,
реализованном в пакете OpenFOAM. Алгоритм объеди-
няет методы из алгоритмов PISO и SIMPLE таким об-
разом, что для каждого шага по времени выполняется
несколько итераций алгоритма SIMPLE. Система урав-
нений, описывающая динамику несущей и дисперсной
фаз, решается по методу конечных объемов.

Запишем дискретизацию для системы из двух фаз.
Для одной газообразной фазы g и одной дисперсной
фазы s можно записать систему из уравнений переноса

и уравнений сохранения импульса [25]:

∂αs

∂t
+∇(αsus) = 0,

∂

∂t
(αsus) +∇(αsusus) =

1
ρs
∇(αsτs)−

αs

ρs
∇p−

− 1
ρs
∇ps + αsg +

Ksg

ρs

(
ug − us

)
,

∂αg

∂t
+∇(αgug) = 0,

∂

∂t
(
αgug

)
+∇

(
αgugug

)
=

=
1
ρg

∇
(
αgτg

)
−
αg

ρg
∇p + αgg +

Ksg

ρg

(
us − ug

)
,

где Ksg — коэффициент сопротивления [26]. Тогда дис-
кретизация выражений для скоростей фаз будет иметь
вид [25]:

us = ξs

[
Hs +

KsgλgHg

ρs
−
(
αs

ρs
+

Ksgλgαg

ρsρg

)
∇p−

− 1
ρs
∇ps +

(
αs +

Ksgλgαg

ρs

)
g
]

,

ug = ξg

[
Hg +

KsgλsHs

ρg
−
(
αg

ρg
+

Ksgλsαs

ρsρg

)
∇p−

−
Ksgλs

ρsρg
∇ps +

(
αg +

Ksgλsαs

ρg

)
g
]

,

где для каждой фазы c ∈ {s, g} матрица

Hc = As − (A f − diag(A f ))Uc ;

A f — матрица, содержащая полную дискретизация опе-
раторов в уравнении сохранения импульса;As — вектор
правой части этой дискретизации; Uc — вектор скоро-
сти на предыдущем шаге;

λc =

(
diag(A f

c ) +
Ksg

ρc

)−1
, c ∈ {g, s};

ξc =

(
diag(A f

c ) +
Ksg

ρc
− λc

K2
sg

ρsρg

)−1

.

Давление на каждой итерации алгоритма находит-
ся исходя из решения уравнения

∇
{[
αg, f ξg, f

(
αg

ρg
+

Ksgλsαs

ρsρg

)
f
+

+αs, f ξs, f

(
αs

ρs
+

Ksgλgαg

ρsρg

)
f

]
|S|∇⊥p

}
= ∇φo,

где индекс f означает интерполяцию значения из цен-
тра ячейки на ее границу; S — вектор нормали к грани
расчетной ячейки; φo = φo

g + φo
s — полная величина
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потока через конечный объем без учета градиента дав-
ления; для фазы c ∈ {s, g}

φ
o
c = ξc, f

(
Hc +

KsgλcHc

ρc

)
f

S−

−ξc, f

(
G(αc)

ρc

)
f
|S|∇⊥

αc + ξc, f

(
αc+

Ksgλcαc

ρc

)
f

gS,

где G(α) =
∂p
∂α
. Коррекция потока производится в со-

ответствии с

φc = φ
o
c − ξc, f

(
αc

ρc
+

Ksgλcαc

ρcρc

)
f
|S|∇⊥p.

Уравнение неразрывности можно записать как

∂αs

∂t
+∇(αsφ

∗) +∇
(
αgαsφ

∗
r,s
)
−

−∇
[
αs, f ξs, f

(
G(αs)

ρs

)
f
|S|∇⊥

αs

]
= 0,

где φ∗r,s = φr,s + ξs, f

(
G(αs)

ρs

)
f
|S|∇⊥αs и φr,s = φs − φg.

4. Результаты моделирования
Для расчета использовался готовый решатель

blastEulerFoam из пакета BlastFOAM [23], разработан-
ного на основе OpenFOAM [21] и включающего в се-
бя решатели для моделирования многокомпонентных
сжимаемых течений с учетом детонации. В решателе
blastEulerFoam присутствует реализация моделей гра-
нулированных сред на основе кинетической теории гра-
нулированных потоков.

Газовая фаза в расчетах описывалась в рамках кон-
тинуального подхода. В качестве уравнения состояния
использовалось уравнение состояния идеального газа.
При моделировании приняты следующие значения тер-
модинамических параметров и параметров потока га-
зообразной фазы: показатель адиабаты γ = 1.4; изо-
хорная теплоемкость Cν = 718 Дж/(кг·К); динамическая
вязкость µ = 1.81 · 10−5 Па·с; число Прандтля Pr = 1.0;
молярная масса M = 28.97 кг/моль; энтальпия образо-
вания H f = 0 Дж.

Гранулированная фаза считается плотной дис-
персной средой с фиксированным диаметром ча-
стиц d = 0.05 мм. Основные термодинамические
параметры дисперсной фазы: удельная теплоем-
кость Cν = 987 Дж/кг; коэффициент теплопроводности
κ = 0.36 Вт/(м·К); энтальпия образования H f = 0 Дж;
молярная масса M = 100 Кг/моль; максимальная объ-
емная доля дисперсной среды αmax = 0.63. В качестве
функции радиального распределения g̃0,ss была выбрана

функция Sinclair–Jackson [27]: g̃0,ss =
1

1 −
(

αs
αs,max

) . Грану-
лярное давление моделируется в соответствии с работа-
ми Lun [8]. Фрикционные напряжения Pfr между части-
цами моделируются по модели Johnson–Jackson [28]:

Pfr =

Fr
(αs − αcrit,s)

η

(αmax − αs)p если αs > αcrit,s,

0 иначе,

для которой заданы следующие значения коэффици-
ентов: граница учета трения αcrit,s = 0.4; эмпирические
коэффициенты Fr = 0.05 Па, p = 5, η = 2, ϕ f = 30◦.

На рис. 2 изображено пространственное распреде-
ление давления в момент времени 122 мкс. На рисунке
видно, что фронт ударной волны деформируется при
взаимодействии с засыпкой гранулярной среды. При
огибании твердого уступа AGF ударной волной возника-
ют различные краевые эффекты. Качественно распреде-
ление давления согласуется с результатами, полученны-
ми в статье [3]. Однако, распределение объемной доли
дисперсной фазы, представленное на рис. 3, несколь-
ко отличается от распределения, полученного в [3], из-
за более быстрого достижения предельного значения
объемной доли гранулярной среды. В модели [3] отсут-
ствует явно заданное константное значение, которое
ограничивало бы сверху объемную долю компактирова-
ния. Вместо этого ограничивающим фактором является
напряжение, возникающее в дисперсной среде по мере
возрастания объемного содержания твердых частиц.

На рис. 4 представлена зависимость объемной доли
от вертикальной координаты для различных значений
интенсивностей ударной волны входящего потока воз-
духа в сечении x = 3 см. Расчет проводился на грубой

Рис. 2. Пространственное распределение давления газа в момент t = 122 мкс
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Рис. 3. Пространственное распределение объемной доли частиц в момент t = 122 мкс

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.006  0.008  0.01  0.012  0.014  0.016  0.018  0.02

a
lp

h
a

y, m

M=2.5
M=3

M=3.5
M=4

Рис. 4. Зависимость объемной доли частиц от вертикальной ко-
ординаты для различных значений скорости потока воз-
духа

сетке со стороной ячейки ∆x = ∆y = 0.5 мм, что мо-
жет являться причиной резких перепадов значений. На
графике видно, что при увеличении скорости ударной
волны увеличивается толщина слоя компактирования.

В статье [16] приводятся результатымоделирования
по модели Баера–Нунциато, которые показывают, что
с увеличением интенсивности ударной волны толщи-
на слоя компактирования должна уменьшаться. Срав-
нение значений углов компактирования приведено в
табл. 1 Эти результаты подтверждаются данными экс-
периментов [29], в ходе которых исследовалась зави-
симость углов компактирования от скорости ударной
волны. В табл. 2 приведено сравнение значения углов
компактирования для данной модели, основанной на
кинетической теории, и ранее опубликованные резуль-
таты экспериментов. Различия в результатахможно объ-
яснить тем, что выражение для парциального давления
гранулированной фазы в модели Lun [8] не учитывают
зависимость давления от объемной доли частиц.

Таблица 1. Сравнение значений углов компактирования с мо-
делью Баера–Нунциато

Число Модель Баера–Нунциато blastFOAM
Маха φ◦ ψ◦ φ◦ ψ◦

2.5 0.81 6.1 0.527 2.07
3 0.88 5.9 1.257 2.349
3.5 0.93 5.69 0.626 1.279
4 0.98 5.49 0.68 2.2

5. Заключение
В рамках настоящей работы рассмотрена приме-

нимость модели, которая основана на кинетической
теории гранулированных потоков, для описания вза-
имодействия ударной волны с засыпкой частиц. В каче-
стве контрольных данных использовались эксперимен-
тальные измерения углов компактирования и результа-
ты численного моделирования, полученные с использо-
ванием модели Баера–Нунциато. Результаты вычисли-
тельных экспериментов показывают, что углы компак-
тирования, рассчитанные на основе кинетическоймоде-
ли, отличаются от экспериментальных значений более
чем на 30–50 %. Кроме того, полученная зависимость
толщины компактируемого слоя от скорости ударной
волны отличается от наблюдаемой в эксперименте и в
расчетах по модели Баера–Нунциато: при увеличении
скорости входящего потока толщина слоя, предсказы-
ваемая кинетической моделью, возрастает, тогда как
экспериментальные данные и модель Баера–Нунциато
указывают на противоположную тенденцию — умень-
шение толщины при более сильных ударных волнах.
Наблюдаемое расхождение может свидетельствовать
о том, что в используемой формуле гранулированно-
го давления модели Lun не учитывается связь между
уплотнением частиц и их взаимным трением. Получен-

Таблица 2. Вычисленные и экспериментальные значения углов компактирования

Эксперимент Fan и др. Модель Fan и др. blastFOAM
Скорость ударной волны, м/с φ◦ ψ◦ φ◦ ψ◦ φ◦ ψ◦

656 1.2 4.2 1.3 5 0.31 2.54
939 1.4 4 1.6 3.8 0.56 2.3
1049 1.6 3.8 1.7 3.5 2.01 2.28
1201 1.8 3.2 1.9 3.2 0.63 0.92
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ные результаты указывают на возможные ограничения
применимости рассматриваемой кинетической модели
при описании процессов ударно-волнового компакти-
рования частиц и требуют дополнительного анализа в
рамках более широкого набора условий и параметров.
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Численный анализ полного сечения рассеяния акустической волны
на системе двух звукопроницаемых сфер
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Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН, Уфа, Россия
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Аннотация. В работе проведен анализ полного сечения рассеяния сферической волны от монопольного источника излучения на
системе двух звукопроницаемых сфер (капли воды в воздухе или воздушные пузырьки в воде) методом ортогонального центрального
композиционного планирования. Численная методика реализована с помощью трехфакторного вычислительного эксперимента, где
в качестве факторов выбран один физический (волновой радиус) и два геометрических (отношение радиусов сфер и расстояние
между центрами сфер) параметров системы. Основными целями работы являются определение основных параметров, изменение
которых существенным образом влияет на всю систему, а также нахождение значений варьируемых параметров системы, при
которых целевая функция (полное сечение рассеяния) принимает наименьшее и наибольшее значения, и исследование системы при
данных значениях параметров. Показано, что для малого волнового радиуса все коэффициенты являются существенными как для
капель, так и для пузырьков; с ростом волнового радиуса число несущественных коэффициентов увеличивается; целевая функция
принимает наименьшее и наибольшее значения только на границе параметрической области; среднее значение целевой функции
с увеличением волнового радиуса растет для системы с каплями и падает для системы с пузырьками; целевая функция является
более чувствительной для систем с каплями, чем для систем с пузырьками, при этом для двух видов систем с увеличением волнового
радиуса чувствительность целевой функции падает. Построены диаграммы распределения давления, которые позволили определить
для найденных оптимальных значений факторов зоны повышенного или пониженного давления.

Ключевые слова: акустическое рассеяние; звукопроницаемая сфера; вычислительный эксперимент; метод ортогонального центрального
композиционного планирования; монопольный источник излучения; полное сечение рассеяния
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on a two sound-permeable spheres system
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Abstract. In this paper, an analysis of the total cross section of scattering of a spherical wave from a monopole radiation source on a system
of two sound-permeable spheres (water droplets in air or air bubbles in water) is performed using the orthogonal central compositional
design method. The numerical method is implemented using a three-factor computational experiment, where one physical (wave radius)
and two geometric (the ratio of the radii of the spheres and the distance between the centers of the spheres) parameters of the system are
selected as factors. The main objectives of the study are to determine the main parameters, changes to which significantly affect the entire
system, as well as to find the values of the variable parameters of the system for which the objective function (the total scattering cross
section) takes the smallest and largest values, and to study the system for these parameter values. It is shown that for a small wave radius,
all coefficients are significant for both droplets and bubbles; with an increase in the wave radius, the number of insignificant coefficients
increases; the objective function takes the smallest and largest values only on the boundary of the parametric region; the average value of
the objective function with an increase in the wave radius increases for a system with droplets and decreases for a system with bubbles; the
objective function is more sensitive for systems with droplets than for systems with bubbles, while for the two types of systems, with an
increase in the wave radius, the sensitivity of the objective function decreases. Pressure distribution diagrams were constructed, which
made it possible to determine the zones of high or low pressure for the found optimal values of the factors.
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1. Введение

При исследовании механизма рассеяния акустиче-
ской волны на множестве сферических препятствиях
особый интерес представляет задача рассеяния волны
на системе, состоящей из двух сфер. В таких системах
имеет место взаимодействие рассеянных от сфериче-
ских частиц полей, однако данное взаимодействие яв-
ляется достаточно простым, что позволяет его подроб-
но рассмотреть. На сегодняшний день существует мно-
жество работ, посвященных данной тематике (см., об-
зор [1]), но в основном в них изучаются звуконепроница-
емые сферы, когда волна не проходит через поверхность
раздела (случай твердых сфер с различным акустиче-
ским импедансом). Можно отметить только несколько
исследований взаимодействия пары звукопроницаемых
сфер, когда волна проходит через поверхность раздела
(случаи пузырьков или капель), при воздействии аку-
стической волны [2–5], посвященных изучению ограни-
ченного круга подзадач. Следовательно, на сегодняш-
ний день теоретические исследования взаимодействия
двух звукопроницаемых сферических частиц при воз-
действии падающей волны остается актуальной задачей
акустики.

Теоретические методы решения задачи акустиче-
ского рассеяния на множестве сферических препят-
ствий можно разделить на два подхода [6]. В первом
подходе предполагается, что распределение рассеивате-
лей является случайным, что приводит к рассмотрению
содержащего данные рассеиватели объема как среды с
усредненными свойствами и, следовательно, к опреде-
лению среднего рассеянного поля (или мощности) (см.,
например, классическую работу [7]). Второй подход ос-
новывается на разложении потенциала поля по мульти-
полям, где для учета многократного рассеяния между
частицами используются различные аналитические ме-
тоды и/или численные техники. Так, настоящая работа
выполнена в рамках второго подхода в соответствии
с численной методикой, представленной в работе [8]
для звуконепроницаемых сфер и обобщенной в [9] на
звукопроницаемые сферы. Первый подход позволяет
рассматривать системы с большим числом случайно рас-
пределенных в ограниченном объеме рассеивателей,
но из-за осреднения звукового поля нельзя определить
значение давления в конкретной точке пространства
и, как следствие, такие эффекты, как повышение или
понижение давления в некоторых зонах, не могут быть
обнаружены. А в рамках второго подхода могут быть
исследованы как системы с небольшим числом сфер,
так и определены зоны падения или роста давления,
что позволит получить полную картину распределения

давления вне системы сфер и внутри самих сфер.
В настоящей работе впервые представлены резуль-

таты по изучению основной характеристике поля рас-
сеяния — полного сечения рассеяния — на системе, со-
стоящей из двух пузырьков или капель, при падении
сферической волны от монопольного источника излу-
чения с помощью одного из методов регрессионного
анализа — метода ортогонального центрального компо-
зиционного планирования (ОЦКП) [10–14]. В работе [15]
данный метод реализован для анализа рассеяния волны
на системе двух звуконепроницаемых сфер с различной
комплексной полной проводимостью их поверхности.
А в рамках представленного здесь исследования метод
ОЦКП применяется для случая двух звукопроницаемых
сфер (воздушных пузырьков в воде или капель воды в
воздухе) на основе трехфакторного вычислительного
эксперимента, где в качестве факторов также выбирает-
ся один физический (волновой радиус) и два геометри-
ческих (отношение радиусов сфер и расстояние между
центрами сфер) параметров системы. Верификация об-
щего численного алгоритма расчета рассеяния волны
на системе множества звукопроницаемых сфер [9], ко-
торый применен в настоящей работе для пары сфер, с
результатами лабораторных экспериментов для двух
воздушных пузырьков [4] была проведена в работе [16]
и показала их хорошее как качественное, так и количе-
ственное согласование.

Основными целями работы являются определение
основных параметров, изменение которых существен-
ным образом влияет на всю систему, а также нахожде-
ние значений варьируемых параметров системы, при
которых искомая функция (полное сечение рассеяния)
принимает наименьшее и наибольшее значения, и ис-
следование системы при данных значениях параметров.

2. Постановка задачи и основные
уравнения
Рассмотрим систему, состоящую из двух звукопро-

ницаемых сфер с радиусами равными a1 и 2, центры
которых расположенны на оси z симметрично началу
координат (рис. 1). Вне сфер среда является однород-
ной плотности ρ0 и имеющей скорость звука c0, а внутри
сфер среда имеет плотность ρv и скорость звука cv. На си-
стему воздействует сферическая волна от монопольного
источника излучения Ms, расположенного на оси x.

В случае множества звукопроницаемых сфер мате-
матическая модель приведена в работе [9]. При моде-
лировании предполагается, что

• центры сфер неподвижны и имеют радиус-
векторы r′1 = (0, 0, δl/2), r′2 = (0, 0,−δl/2);
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Рис. 1. Cхема и основные обозначения для системы двух сфер
разных радиусов

• радиальное движение сферической поверхности
отсутствует;

• волнаможет проходить через сферическуюповерх-
ность, что в математической модели задается гра-
ничными условиями на поверхности сферы, вы-
ражающими равенства потенциала и нормальных
составляющих скорости частиц на данной поверх-
ности [17].

Для двух сфер (N = 2) представление комплексного
потенциала ψ(r) внешнего поля в произвольной точке
пространства M с радиус-вектором r примет следую-
щий вид:

ψ(r)=ψin(r) + ψscat(r)=ψin(r) + ψ
(1)
scat(r) + ψ

(2)
scat(r),

где ψin(r) = −V0eik|r−rs |/(4π|r− rs|) — потенциал пада-
ющего поля; V0 — производительность монопольного
источника излучения; rs = (−dMS , 0, 0)—радиус-вектор
точки Ms; dMs — расстояние от монопольного источни-
ка излучения до геометрического центра сфер (начала
декартовой системы координат); ψscat(r)— потенциал
поля рассеяния, удовлетворяющий условию излучения
Зоммерфельда [18], которое соответствует затуханию
уходящим на бесконечность волнам; ψ(v)

scat — потенциал,
регулярный вне v-й сферы и также удовлетворяющий
условию излучения Зоммерфельда.

В соответствии с методом разложения по мульти-
полям [8, 19] осуществляется переход к сферической
системе координат, связанной с центром v-й сферы
(r− r′v = rv = (rv, θv,φv), см. рис. 1), и потенциал поля
рассеяния ψscat(r) представляется в следующем виде:

ψscat(r) =
∞

∑
n=0

n

∑
m=−n

(
A(1)m

n Sm
n (r1) + A(2)m

n Sm
n (r2)

)
.

Здесь A(v)m
n — неизвестные коэффициенты разложения

по мультиполям; Sm
n (rv) = hn(krv)Ym

n (θv,φv) — мульти-
поль порядка n и степениm; hn(kr)— сферические функ-
ции Ханкеля 1-го типа; Ym

n (θ,φ)— ортогональные сфе-
рические гармоники [20]. Неизвестные коэффициенты

A(v)m
n определяются из решения системы линейных ал-

гебраических уравнений, которая в общем случае запи-
сывается в следующем матричном виде [9]:

LA = D. (1)

Для двух сфер в данной системематрицыи вектора мож-
но записать как:

L={Lu0t0}=

 {δu1t1}
{

B(1)
n (S|R)sm

ln (r′12)
}

{
B(2)

n (S|R)sm
ln (r′21)

}
{δu1t1}

 ,

A = {Au0} =

 {A(1)s
l }T

{A(2)s
l }T

 ,

D={Dt0}=

 {D(1)m
n }T

{D(2)m
n }T

=

 {−B(1)
n Cm

in,n(r
′
1)}T

{−B(2)
n Cm

in,n(r
′
2)}T

 ,

где введены обозначения

B(w)
l =

jn(k0aw)j′n(kwaw)− κw j′n(k0aw)jn(kwaw)

hn(k0aw)j′n(kwaw)− κwh′n(k0aw)jn(kwaw)
;

κw =
k0ρw

kwρ0
,

а индексы определяются выражениями

u0 = (v − 1)(ntr + 1)2 + (l + 1)2 − (l − s);

t0 = (w − 1)(ntr + 1)2 + (n + 1)2 − (n − m);

u1 = (l + 1)2 − (l − s); t1 = (n + 1)2 − (n − m);

l = 0, 1, ..., ntr; s = −l, ..., l; n = 0, 1, ..., ntr;

m = −n, ..., n; v, w = 1, 2.

Здесь jn(kr) и j′n(kr) — сферические функции Бесселя
1-го типа и их производные [20]; Cm

in,n(r
′
w)— коэффици-

енты разложения падающего поля ψin около центра w-й
сферы (r = r′w); (S|R)sm

ln (r′vw)— коэффициенты перехода
при повторном разложении по мультиполям [8]; r′vw —
вектор с началом в центре v-й и концом в центре w-й
сфере; δu1t1 — символ Кронекера; ntr — число членов
рядов после их усечения по l и n, которое необходимо
проводить, поскольку при численной реализации систе-
ма уравнений (1) должна быть конечной.

Вывод основной характеристики при исследовании
задачи акустического рассеяния на препятствиях ма-
лых размеров — полного сечение рассеяния σs — пред-
ставлен в работе [16]. Явная формула данной характе-
ристики в случае двух сфер приведена в работе [15], где
для звукопроницаемых сфер неизвестные коэффици-
енты A(v)m

n определяются из решения системы уравне-
ния (1).
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3. Вычислительный эксперимент
Проведем трехфакторный (n = 3) вычислительный

эксперимент методом ОЦКП с применением числен-
ной методики, представленной в работе [15], для трех
основных параметров системы:

• волнового радиуса k0a1;

• отношения радиусов сфер a2/a1;

• расстояния между центрами сфер δl.

Рассмотрим отклонение от фиксированных (сред-
них) значений (k0a1)0, (a2/a1)0 и (δl)0 на 10 %, т.е. вели-
чина малого отклонения от средних величин δ f ix = 0.1.
Тогда факторы определим как

Xj = 1 ± δ f ix, j = 1, 2, 3,

а текущие значения величин запишем в следующем
виде:

ka1 = X1(k0a1)0, a2/a1 = X2(a2/a1)0, δl = X3(δl)0,

причем для всех трех факторов имеем один диапазон
значений.

[Xj,−1, Xj,+1] = [0.9, 1.1],

где Xj,−1 и Xj,+1 — нижний и верхний уровни j-го фак-
тора.

Кодированные значения j-го фактора определяют-
ся формулой

xj =
Xj − Xj,c

Xj,l
, xj ∈ [−1, 1],

где Xj,c = (Xj,−1 + Xj,+1)/2 — центральное значение
диапазона варьирования и Xj,l = (Xj,+1 − Xj,−1)/2—ин-
тервал варьирования j-го фактора.

Для проведения анализа основной характеристики
поля рассеяния определим целевую функцию (функцию
отклика) Y как нормированное полное сечение рассе-
яния, т.е. Y ≡ σs/(πa2

1).
В соответствии с методом ОЦКП строится регресси-

онная модель (уравнение регрессии) второго порядка
в виде квадратичного полинома::

p(x1, ..., xn) = b0 + b1x1 + b2x2 + b3x3+

+ b12x1x2+b13x1x3+b23x2x3+

+ b11(x2
1 − β) + b22(x2

2 − β)+

+ b33(x2
3 − β),

(2)

где b0, bj1 , bj1 j2 , bj1 j1 (j1, j2 = 1, 2, 3, j1 < j2) — коэффици-
енты регрессии, определяемые после реализации пла-
на соответствующего вычислительного эксперимента;
β =

√
2n/nt —параметр смещения; nt = 15—число опы-

тов в эксперименте. Матрица ОЦКП и формулы для
определения коэффициентов регрессии приведены в
работе [15]. Следует заметить, что значения коэффици-
ентов регрессии позволяют определить степень влия-
ния соответствующих данному коэффициенту факторов

(чем больше числовое значение коэффициента, тем вы-
ше влияние соответствующего фактора). Положитель-
ное значение коэффициента означает, что с ростом зна-
чения соответствующего фактора параметр оптимиза-
ции увеличивается, в противном случае — уменьшается.

При проведении вычислительных экспериментов
были рассмотрены средние значения основных пара-
метров — (k0a1)0 = 1, 3 и 6, (a2/a1)0 = 1 (при расчетах
значение a1 было фиксировано, менялось только значе-
ние a2), (δl)0 = 6a1; расстояние от монопольного источ-
ника излучения до начала координат dMs = 10a1; физи-
ческие параметры сред: соответствующие каплям воды
(ρ = 998 кг/м3, c = 1484 м/с) в воздухе (ρ = 1.205 кг/м3,
c = 343.1 м/с) и воздушным пузырькам в воде.

Для численной реализации метода ОЦКП разра-
ботан программный код на языке программирования
Fortran 90 (GCC) в среде MSYS2 (MinGW-w64). Отметим,
что в случае двух сфер возможно применение техни-
ки разложения по мультиполям для решения системы
уравнений (1) как с помощью осесимметричного алго-
ритма, приведенного в работе [6], где ось симметрии
проходит через центры сфер, так и с применением оп-
тимизированного алгоритма [9], который разработан
для общего случая множества сфер, расположенных про-
извольным образом в трехмерном пространстве. Для
контроля и верификации полученных данных рассмот-
рим также сумму Σs полного сечения рассеяния для двух
звукопроницаемых сфер, вывод формулы для которого
представлен в работе [21], со значением полного рассе-
яния для системы сфер, полученного по формуле, при-
веденной в работе [15]. При этом предполагается, что
одиночная сфера того же радиуса располагается там же,
что и соответствующая сфера в системе. Относительная
погрешность значений полного сечения рассеяния, по-
лученных для суммы одиночных сфер и системы сфер,
будет определяться по формуле:

δs,% =

∣∣∣∣σs − Σs

Σs

∣∣∣∣ · 100 %.

В табл. 1 представлены результаты вычислительно-
го эксперимента для различных значений среднего вол-
нового радиуса (k0a1)0 в случае капель воды в воздухе:

• значение F, полученное по F-критерию Фи-
шера [15, 22], позволяющее провести проверку
адекватности модели регрессии (2): если F >
Fкр,αF ( f1, f2), то модель является адекватной (чем
больше значение F, тем эффективнее уравне-
ние регрессии). Критическое значение Fкр,αF ( f1, f2)
определяется по известным таблицам (см., напри-
мер, в [10,23]). Для рассматриваемой задачи чис-
ла степеней свободы равны [15] f1 = 14 и f2 = 5,
тогда для уровня значимости αF = 5 % имеем
Fкр,5 %(14, 5) = 2.96;

• незначимые коэффициенты уравнения регрес-
сии (2), для определения которых применяется
t-критерий Стьюдента [23, 24]: при выполнении



36 Э.Ш. Насибуллаева Многофазные системы 2026;21(1)

Таблица 1. Результаты вычислительного эксперимента для двух капель воды в воздухе

(k0a1)0 F |b| ⩽ bкр xmin xmax Yср δY,%, % δmin
s,% , % δmax

s,% , %
1 3710.994 — (−1,−1,−1) (1, 1, 1) 0.621 45.415 1.24 10.49
3 24.587 b12, b11, b22 (−1,−1, 1) (1, 1,−1) 1.961 20.792 0.31 4.63
6 20.969 b12, b13, b23, b11, b22, b33 (−1,−1, 1) (1, 1,−1) 2.555 14.245 0.18 2.11

Таблица 2. Результаты вычислительного эксперимента для двух воздушных пузырьков в воде

(k0a1)0 F |b| ⩽ bкр xmin xmax Yср δY,%, % δmin
s,% , % δmax

s,% , %
1 1112.972 — (0.024,−1, 0.916) (−1, 1,−1) 6.193 21.567 0.64 13.17
3 69.49 b12, b22 (1,−1,−0.249) (−1, 1,−1) 5.345 16.012 0.45 5.25
6 137.664 b13, b23, b11, b33 (1,−1, 1) (−1, 1,−1) 4.75 12.484 0.19 1.81

неравенства |b| ⩽ bкр коэффициент является
незначимым (несущественным) и им можно пре-
небречь, в противном случае — значимым (суще-
ственным). Расчет критических величин bкр пред-
ставлен в [15];

• набор кодированных параметров xmin и xmax, при
которых целевая функция Y достигает своего наи-
меньшего и наибольшего значений Ymin и Ymax в
трехмерной области параметров [−1, 1]3;

• среднее значение целевой функции
Yср = (Ymax − Ymin)/2;

• отклонение δY,% целевойфункцииY от своего сред-
него значения Yср, выраженное в процентах. Если
δY,% ⩽ δ f ix,% = 10 %, то целевая функция Y счи-
тается нечувствительной, а в противном случае —
чувствительной к изменению параметров систе-
мы, причем чем выше δY,%, тем больше степень
влияния параметров на данную систему;

• минимальное δmin
s,% и максимальное δmax

s,% значе-
ния относительной погрешности δs,% полного сече-
ния рассеяния, полученной для суммы одиночных
сфер и системы сфер. Чем больше погрешность,
тем сильнее взаимное влияние между сферами.

В табл. 2 приведены аналогичные результаты в слу-
чае воздушных пузырьков в воде.

На рис. 2 приведены графики зависимости целевой
функции Y от фактора Xi, когда два остальных факто-
ра имеют фиксированные значения, принимаемые в
центральной точке своего диапазона варьирования, для
трех значений волнового радиуса k0a1 в случаях двух
капель воды в воздухе и двух воздушных пузырьков в
воде. На рис. 2(а) для пузырьков при расчетах по пол-
ной модели для 1-го и 2-го факторов наблюдаются ре-
зонансы, что качественно согласуется с результатами
работы [19], где было показано, что рассеяние на конфи-
гурации двух пузырьков разных размеров генерирует
резкие резонансы на частотах выше резонанса двух пу-
зырьков одного радиуса.

Анализ данных, представленных в табл. 1 и 2 и на
рис. 2, показывает, что

• для всех рассмотренных случаев модель (2) являет-
ся адекватной. Заметим, что чем выше значение
числа F, тем меньше уравнение регрессии (2) от-
клоняется от результатов расчетов, полученных по
полной модели;

• для малого волнового радиуса (k0a1)0 = 1 все ко-
эффициенты являются существенными как для ка-
пель, так и для пузырьков, а с ростом (k0a1)0 чис-
ло несущественных коэффициентов увеличивает-
ся. Для большого волнового радиуса (k0a1)0 = 6
в случае капель все нелинейные коэффициенты
являются несущественными, а для пузырьков —
несуществены все нелинейные коэффициенты, со-
ответствующие фактору X3;

• целевая функция Y принимает наименьшее и наи-
большее значения на границе параметрической
области. В случае системы пузырьков наибольшее
значение достигается для всех волновых радиусов
при одном наборе кодированных параметров си-
стемы xmax;

• среднее значение целевой функции Yср с увели-
чением волнового радиуса растет для системы с
каплями и падает для системы с пузырьками, что
соответствует характеру изменения полного сече-
ния рассеяния для одиночных звуконепроницае-
мых (жестких и мягких) сфер, представленных в
работе [17];

• целевая функцияY является более чувствительной
для систем с каплями, чем для систем с пузырька-
ми, при этом для двух видов систем с увеличени-
ем волнового радиуса чувствительность целевой
функцииY падает, поскольку значение δY,% умень-
шается;

• введенная для контроля полученных результатов
относительная погрешность δs,% подтверждает вы-
воды предыдущего пункта, поскольку чем мень-
ше ее значение, тем система менее чувствитель-
на к изменению параметров: минимальное и мак-
симальное значения данной погрешности выше
для системы с каплями, кроме того эти величины
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капли воды в воздухе воздушные пузырьки в воде

(а)

(б)

(в)

Рис. 2. Зависимость целевой функции Y от факторов Xi для значений волнового радиуса (k0a1)0 = 1 (а); (k0a1)0 = 3 (б);
(k0a1)0 = 1 (в): 1 — i = 1, X2 = X3 = 1; 2 — i = 2, X1 = X3 = 1; 3 — i = 3, X1 = X2 = 1. Линии — полином (2);
символы — данные вычислительного эксперимента

уменьшаются с ростом волнового радиуса (k0a1)0
как для капель, так и пузырьков.

Исследуем системы при найденных наименьших и
наибольших значениях целевой функции Y для наборов
кодированных параметров xmin и xmax, приведенных
в табл. 1 и 2, построив фазовые диаграммы (рис. 3–6)
распределения давления в плоскостях x = 0 и y = 0,
что позволит изучить данное распределение вокруг рас-
сматриваемой системы и внутри самих сфер.

На диаграммах, построенных в плоскостях x = 0
(рис. 3 и 5), видно, что областей повышенного давления
больше при xmax, чем при xmin. Следовательно, данные
диаграммы наглядно демонстрируют, что, действитель-

но, при xmax полное сечение рассеяние выше. При этом
для капель максимальное отклонение в рассматривае-
мой области растет с увеличением волнового радиуса:
20 % для (k0a1)0 = 1; 40 % для (k0a1)0 = 3; 80 % для
(k0a1)0 = 6. В случае же пузырьков максимальное откло-
нение равно 60 % для всех(k0a1)0.

Диаграммы, построенные в плоскостях y = 0 (рис. 4
и 6), показывают картину распределения волн, прошед-
ших через систему и отраженных от нее. При этом мак-
симальное отклонение выше, чем в плоскостях x = 0:
для капель имеем 60 % для (k0a1)0 = 1; 100 % для
(k0a1)0 = 3; 150 % для (k0a1)0 = 6, а для пузырьков
существенно ниже — 60 % для (k0a1)0 = 1; 80 % для
(k0a1)0 = 3 и 6. Заметим, что данные диаграммы позво-
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(ka1)0 = 1 (ka1)0 = 3 (ka1)0 = 6

(а)

(б)

Рис. 3. Диаграммы распределения нормированного давления |p/pin| в плоскости x = 0 для капель воды в воздухе при наборе
кодированных параметров xmin (а) и xmax (б), приведенных в табл. 1 для соответствующих значений (k0a1)0

(ka1)0 = 1 (ka1)0 = 3 (ka1)0 = 6

(а)

(б)

Рис. 4. Диаграммы распределения нормированного давления |p/pin| в плоскости y = 0 для капель воды в воздухе при наборе
кодированных параметров xmin (а) и xmax (б), приведенных в табл. 1 для соответствующих значений (k0a1)0


















