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Идея проведения регулярной конференции и львиная доля усилий по её организа-
ции принадлежат профессору Юлию Дмитриевичу Чашечкину. Ещё до начала работы
конференции успешно функционировала Программа фундаментальных исследований
ОЭММПУ РАН по проблемам волновых процессов в многофазных и неоднородных
средах, объединившая целый ряд институтов РАН, университетов и других научных
организаций из большого числа регионов страны. В конце каждого года участники
Программы встречались для подведения итогов работы и выступали с докладами по
своей теме. Именно эти отчётные доклады и послужили в дальнейшем основой для
ежегодной конференции-школы.

Материалы этого выпуска распределены по трём объединяющим их разделам: «Гид-
родинамические модели и устойчивость, волны, колебания», «Вычислительные методы
гидродинамики», «Капли и пузырьки». Если в работах, вошедших в первый раздел
акцент сделан на разработке новых математических моделей или принципах их по-
строения, то во втором разделе представлены вычислительные методы в задачах меха-
ники сплошных сред или модификации этих методов. Третье направление посвящено
конкретным исследованиям в области динамики капель и пузырьков.

Разумеется, представленное распределение по разделам является достаточно услов-
ным и порой трудно выделить основной мотив выполненной работы. Именно поэтому
задачи устойчивости течений, распространения волн и исследования колебаний были
включены в первый раздел.

Работы некоторых авторов (Т.Г. Елизаровой, В.М. Овсянникова, Ю.Д. Чашечкина)
можно рекомендовать как методические — они носят общезначимый характер.
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Автомодельные режимы установившегося стекания
степенной жидкости по наклонной супергидрофобной

поверхности1

Агеев А.И., Осипцов А.Н.

Научно-исследовательский институт механики МГУ им. М.В. Ломоносова, Москва

Введение
За последнее десятилетие значительно вырос

интерес к моделированию течений жидкости вбли-
зи супергидрофобных поверхностей (СГП), в эле-
ментах текстуры которых удерживаются микропу-
зырьки газа. Проскальзывание жидкости вдоль пу-
зырьков приводит к макроскопическому эффекту
снижения сопротивления на СГП (см. обзор [1]). По-
явившаяся возможность создания СГП с контроли-
руемым микрорельефом поверхности способство-
вала пересмотру ряда задач гидродинамики вязкой
жидкости на СГП с формулировкой условия про-
скальзывания вместо классического условия при-
липания. В частности, были описаны автомодель-
ные режимы растекания тонкого слоя ньютонов-
ской жидкости вдоль горизонтальной и наклонной
СГП [1]. Для течения тонкого слоя неньютоновской
жидкости вдоль СГП опубликованных результатов
существенно меньше, хотя в самые последние го-
ды наблюдается всплеск интереса к исследованию

1Работа выполнена по госбюджетному плану МГУ
им. М.В. Ломоносова.
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таких течений. Это связано как с возможностью со-
здания СГП с заметным проскальзыванием ненью-
тоновских жидкостей, так и с обнаружением ря-
да неожиданных эффектов, в частности, аномаль-
но высокого скольжения псевдопластической сре-
ды при ее течении в канале с супергидрофобными
стенками [2].

В настоящей работе рассматривается стаци-
онарное стекание ручейка жидкости со степен-
ной реологией от точечного источника по наклон-
ной неоднородной плоской СГП. В приближении
стоксова тонкого слоя с заданным на СГП гранич-
ным условием проскальзывания получено уравне-
ние для формы поперечного сечения ручейка. В
предположении симметрии поверхности ручейка
найдены условия существования класса автомо-
дельных решений. Для ряда значений параметров
скольжения СГП и реологических показателей жид-
кости построены аналитические и численные ре-
шения для автомодельной функции и геометрии
пятна смачивания на наклонной СГП. Полученные
решения могут быть использованы для планирова-
ния и интерпретации экспериментальных иссле-
дований, цель которых определение эффективных
свойств СГП.

http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.3.013.pdf
http://mfs.uimech.org/2023/pdf/mfs2023.3.013.pdf
https://doi.org/10.21662/mfs2023.3.013
mailto:aaiageev@mail.ru
mailto:osiptsov@imec.msu.ru


86 Многофазные системы

Постановка задачи
Рассмотрим стекание неньютоновской жидко-

сти от локализованного источника по плоской СГП,
образующей угол φ с горизонтом.Жидкость задана
реологическим соотношением τ∗ij = 2µ∗

0 In−1e∗
ij, где

τ∗ij и e∗
ij — тензоры напряжений и скоростей дефор-

мации соответственно, I =
√

e∗
ije

∗
ij, n > 0, по повто-

ряющимся индексам выполняется суммирование.
При n = 1 коэффициент µ∗

0 совпадает с динамиче-
ской вязкостью ньютоновской жидкости. Начало
декартовой системы координат Ox∗y∗z∗ совпада-
ет с локализованным источником массоподвода;
осиOx∗ иOy∗ направлены вдоль главных направ-
лений тензора скольжения на СГП [1]; осьOz∗ на-
правлена по нормали к наклонной поверхности.
Обозначим через L, l и h0 характерные линейные
размеры длины, ширины и толщины ручейка соот-
ветственно. Предполагается, что толщина ручейка
много меньше его ширины, а ширина много мень-
ше длины: h0/l = l/L = ε ≪ 1. В предположе-
нии малой относительной толщины слоя ε, а также
ε22n−1ρ∗LnU2−n/ µ∗

0 → 0 (где ρ∗ — плотность жид-
кости, U — характерная скорость стекания, опре-
деляемая по заданному объемному расходу жидко-
сти Q∗, h0 и l) из уравнений Навье–Стокса получа-
ем уравнения тонкого стоксова слоя на наклонной
плоскости:

∂u
∂x

+ ∂v
∂y

+ ∂w
∂z

= 0,

∂

∂z

((
∂u
∂z

)n)
+ sinϕ = 0,

∂

∂z

((
∂u
∂z

)n−1 ∂v
∂z

)
= ∂p

∂y
,

∂p
∂z

= − cosϕ.

(1)

Данные уравнения получены в предположе-
нии равенства единице коэффициента, содержаще-
го ускорение свободного падения, и соотношения
на геометрические масштабы задачи. На наклон-
ной СГП задаются условия непротекания и про-
скальзывания для компонент скорости, которые в
безразмерной форме принимают вид:

z = 0 : u = b1(x, y)
(

∂u
∂z

)m
,

v = b2(x, y)
(

∂v
∂z

)m
, w = 0.

(2)

На свободной поверхности ручейка ставятся
кинематическое (непротекание) и динамические
(отсутствие касательных напряжений) граничные

условия:

z = h(x, y) : u
∂h
∂x

+ v
∂h
∂y

= w, p = 0,

∂u
∂z

= 0,
∂v
∂z

= 0.
(3)

В граничном условии (2) на СГП параметры b1
и b2 — коэффициенты пропорциональности, свя-
зывающие безразмерную касательную скорость
и степени безразмерных нормальных производ-
ных продольных скоростей среды, вычисленных
на СГП при z = 0 [1]. Случай m = 1 соответствует
линейному граничному условию Навье для тече-
ния ньютоновской (n = 1) жидкости вдоль СГП.
Для ньютоновских жидкостей b1,2 соответствуют
безразмерным «длинам скольжения» главных на-
правлений тензора скольжения. Рассмотрим до-
статочно общую ситуацию неоднородной СГП, для
которой зависимость безразмерных коэффициен-
тов b1,2 в условии проскальзывания от координат
описывается функциями вида B1,2xγyδ, где B1,2 —
положительные константы. Частный случай, ко-
гда δ = γ = 0, соответствует СГП с однородными
свойствами. Ограничимся рассмотрением случая
m = 1 для неньютоновской жидкости. После ре-
шения уравнений (1) с граничными условиями (2)
и (3), интегрирования уравнения неразрывности
по толщине слоя получаем уравнение для устано-
вившейся формы поперечного сечения ручейка на
СГП:

∂

∂x

([
n

2n + 1

]
h

2n+1
n + B1xγyδh

n+1
n

)
tgϕ+

+ ∂

∂y

(([
n

2n + 1

]
h

2n+1
n +B2xγyδh

n+1
n

)
∂h
∂y

)
= 0.

(4)

Для установившегося стекания жидкости рас-
ход через поперечное сечение ручейка вычисляет-
ся следующим образом:

ye(x)∫
−ye(x)

∫ h(x,y)

0
u(x, y, z)dzdy = 1,

где ±ye(x) на плоскости (x, y) — заранее неизвест-
ные боковые границы области смачивания жид-
кости, на которых толщина слоя равняется нулю.
После подстановки в интегральный закон сохране-
ния расхода жидкости выражения для компоненты
скорости u получаем:

(sinϕ)
1
n

ye(x)∫
−ye(x)

([
n

2n + 1

]
h

2n+1
n +

+B1xγyδh
n+1

n

)
dy = 1.

(5)
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Задача (4)–(5) является многопараметриче-
ской и может описывать широкий класс течений
для различных неоднородных СГП и стекающих
жидкостей. Далее рассмотрим для уравнения (4)
автомодельные решения вида:

h(x, y) = xαF(η), η = y/Cxβ, C = const > 0,

где α и β— некоторые константы [3]. Новая пере-
менная η характеризует автомодельный закон рас-
ширения области смачивания жидкости в направ-
лении оси Oy. Значение константы C вычисляет-
ся из условия η = 1 на боковой границе ручейка.
После подстановки автомодельной формы реше-
ния в уравнение (4) и закон постоянства расхода
получаем условия существования автомодельных
решений и уравнение для вычисления C:

α = − n
5n + 2

, β = 2n + 1
5n + 2

, γ = − n + (2n + 1) δ
5n + 2

;

C(sinϕ)
1
n

1∫
−1

([
n

2n+1

]
F

2n+1
n + B1CδηδF

n+1
n

)
dη = 1.

После подстановки автомодельной формы реше-
ния в уравнение (4) получаем краевую задачу для
автомодельной функции F:[

n
2n + 1

]
d

dη

(
F

2n+1
n

dF
dη

)
+ B2Cδ

d
dη

(
η
δF

n+1
n

dF
dη

)
+

+
[

C2n
5n + 2

]
d

dη

(
ηF

2n+1
n

)
tgϕ+

+B1Cδ+2
[

2n + 1
5n + 2

]
d

dη

(
η
δ+1F

n+1
n

)
tgϕ = 0,

F′(0) = F(1) = 0.
Интегрируя данное уравнение с условием

F′(0) = 0, получаем[
n

2n+1

]
F

dF
dη

+B2Cδηδ
dF
dη

+
[

C2n
5n+2

]
ηFtgϕ+

+B1Cδ+2
[

2n + 1
5n + 2

]
η
δ+1tgϕ = 0, F(1) = 0.

(6)

В случае СГП, у которой коэффициенты скольжения
зависят от одной пространственной координаты
(δ = 0 и γ = −n/(5n + 2) в выражениях для b1,2)
уравнение для автомодельной функции (6), име-
ет аналитическое решение, выраженное неявной
функцией:(

n
2n + 1

)
F + B2 ln

∣∣∣∣F +
(

2n + 1
n

)
B1

∣∣∣∣−
−B1 ln

∣∣∣∣F +
(

2n + 1
n

)
B1

∣∣∣∣ = nC2tgϕ
(10n + 4) (1 − eta2)+

+B2 ln
∣∣∣∣(2n + 1

n

)
B1

∣∣∣∣− B1 ln
∣∣∣∣(2n + 1

n

)
B1

∣∣∣∣ .

При n = 1 и B1,2 = 0 уравнение (6) принимает из-
вестный в литературе вид [3]. Решения для других
значений δ и γ могут быть получены на основе чис-
ленного интегрирования уравнения (6) с краевым
условием F(1) = 0. Значение константы C в законе
расширения пятна смачивания вычисления итера-
циями на основе решения ОДУ для автомодельной
функции.
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Коротковолновые асимптотические решения
линеаризованных уравнений мелкой воды

над резко меняющимся дном
Аллилуева А.И.

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, Москва

Описаны коротковолновые асимптотические
решения линеаризованных уравнений мелкой во-
ды в случае, когда рельеф дна и внешний поток ме-
няются скачкообразно вблизи некоторой кривой.
В зависимости от типа скачка (тангенциальный
или нормальный) изучены кривые Петровского и
различные моды прошедших и отраженных волн.
Асимптотика выражается через вспомогательное

обыкновенное дифференциальное уравнение; по-
казано, что это уравнение вырождается (т.е. его
порядок меньше, чем в случае гиперболических
систем общего положения). Основной результат —
асимптотический ряд для решения задачи Коши.
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Влияние индуцированных неоднородностей
плотности газа на стабильность плазмы непрерывного

оптического разряда1

Андросенко В.Н., Котов М.А., Соловьев Н.Г., Шемякин А.Н., Якимов М.Ю.

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН

Непрерывный оптический разряд (НОР) явля-
етсяширокополоснымисточником света с высокой
спектральной яркостью [1,2]. Одним из факторов,
оказывающих влияние на стабильность излучения
НОР, может являться неоднородность коэффици-
ента преломления среды, через которую проходит
лазерный луч, формирующий и питающий плазму.
Особенно это актуально при больших разрядных
объемах в колбах или камерах, когда термограви-
тационная конвекция, возникающая в плазмооб-
разующем газе вокруг НОР [3, 4], создает направ-
ленный поток газа вверх в области вблизи плазмы
(в центральной части колбы/камеры). Здесь может
возникать обратное движение газа вниз в отдален-
ных от плазмы областях (на периферии). Посколь-
ку конвекция газа вокруг НОР является главным
фактором, от которого зависит стабильность излу-
чения плазмы, изучение ее влияния на процессы

1Работа выполнена по теме государственного задания
(№ 123021700057-0).
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формирования и поддержания плазмы НОР явля-
ется особенно актуальным.

НОР зажигался и поддерживался в сапфировой
трубке с внутренним диаметром 15 мм и длиной
70 мм, наполненной ксеноном (Рис. 1).

Инициация и поддержание плазмы проводи-
лось по следующей схеме (Рис. 1(a)): импульсно-
периодический лазер YLPP-1-150V-30 (1) генери-
ровал излучение на длине волны 1.06 мкм, направ-
ленное через зеркало (2) и сфокусированное лин-
зой (3) в центре сапфировой трубки (4), наполнен-
нойксенономподдавлением30 бар (газ комнатной
температуры). В фокусе луча инициировался оп-
тический пробой. Далее включался непрерывный
лазер Raycus RFL-C1500 (5) с выходной мощностью
150-1500 Вт и длиной волны 1.08 мкм, настроен-
ный с помощью линзы (6) на пересечение фокаль-
ных перетяжек обоих лазеров. Мощность его из-
лучения превышала пороговую в 3–4 раза. После
инициации НОР импульсный лазер выключался, а
мощность непрерывного лазера уменьшалась до
необходимой для поддержания плазмы. Измере-
ние мощностей излучения обоих лазеров во время
эксперимента осуществлялось с помощью измери-
телей мощности (7).

На Рис. 1(b) показана схема получения изоб-
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(a)

(b) (c)

Рис. 1. Схема эксперимента: (а) Инициация НОР с помощью импульсно-периодического лазера, 1 — импульсно-
периодический лазер, 2 — зеркало, 3, 6 — фокусирующие линзы, 4 — сапфировая трубка с ксеноном, 5 —лазер
непрерывного излучения, 7 — измерители мощности лазерного излучения; (b) Схема получения изображения
плазмы; (с) Рисунок трубки с внутренним диаметром 15 мм и длиной 70 мм, наполненной ксеноном под
давлением 30 бар, в объеме которой инициировался НОР

ражения плазмы. Свет НОР, проходя через линзу
f = 116 мм и светофильтр 512 нм, попадал на объ-
ектив и матрицу скоростной камеры. Аналогично
шлирен методом с дополнительным источником
света за плазмой и щелью в фокусе были получе-
ны теневые изображения конвективных пульсаций
вокруг НОР и фотографии хаотичного распределе-
ния завихрений в объеме трубки (Рис. 1(c)). Съемка
проводилась со скоростью 1000 кадров в секунду и
экспозицией 50 наносекунд при съемке плазмы и
998 наносекунд при съемке шлирен методом.

На полученных сериях изображений конвек-
тивных пульсаций вокруг плазмы НОР (Рис. 2) от-
мечено нестабильное поведение факела термогра-
витационной конвекции.

Также обращают на себя внимание неоднород-
ности плотностей в периферийной области раз-
рядного объема. На Рис. 3 показана картина таких
остаточных течений в трубке сразу после отклю-
чения лазера, поддерживающего НОР. На Рис. 4
представлены прямые фотографии плазмы с низ-
кой выдержкой, при которой видна ее структура.
Видно, что остаточные течения горячего газа и, со-
ответственно изменения градиентов плотности и
коэффициента преломления среды влияют на про-
хождение лазерного пучка и траектории пролета
квантов лазерного излучения в разрядном объе-
ме. Поэтому распределение интенсивности лазер-
ного излучения при поглощении в плазме изме-

няется соответственно градиентам коэффициен-
та преломления в объеме трубки, от чего и возни-
кает пространственно-временная нестабильность
структуры плазмы НОР.

Такое влияние на структуру плазмы НОР мож-
но объяснить большой высотой используемой труб-
ки (Рис. 1(с)) – при ее вертикальном размещении
конвективные течения, возникающие около плаз-
мы НОР, успевают набирать большие значения ско-
рости и интерферировать друг с другом. Для оцен-
ки этого влияния проводились эксперименты с го-
ризонтальным размещением сапфировой трубки.
В этом случае объем циркуляции в конвективной
зоне уменьшался по сравнению с вертикальным
размещением — характерные размеры по 7.5 мм
вверх и вниз от НОР. Непрерывное лазерное из-
лучение подавалось снизу с помощью внеосевого
параболического зеркала.

При такой конфигурации НОР остаточные
нестабильности горячего газа в периферийной об-
ласти трубки практически пропадают, и сохраняет-
ся стабильность конвективных пульсаций и струк-
туры плазмы НОР (Рис. 5).

Изучение поведения структуры плазмы НОР в
разрядном объеме с различными вариантами уста-
новки трубки и оптической схемы, фокусирующей
лазерное излучение, является определяющим фак-
тором для исследования нестабильностей НОР, воз-
никающих в плазмообразующем газе.
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Рис. 2. Серия шлирен фотографий конвективных пульсаций НОР, поддерживаемого мощностью непрерывного лазер-
ного излучения 210 Вт на 1.08 мкм. Выдержка 998 мкс, размер одного кадра 4.35 × 7.45 мм

Рис. 3. Серия шлирен фотографий остаточных неоднородностей коэффициента преломления среды, вызванных
конвекцией горячего газа вокруг НОР сразу после его выключения. Выдержка 998 мкс, размер одного
кадра 4.35 × 7.45 мм
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Рис. 4. Серия фотографий плазмы НОР с мощностью непрерывного лазерного излучения 675 Вт через каждые 4 мс.
Выдержка 50 мкс., размер одного кадра 3.8 × 1.9 мм

Рис. 5. Фотография плазмы НОР с выдержкой 50 мкс (слева) и шлирен фотография конвективных пульсаций НОР с
выдержкой 998 мкс (справа) с мощностью непрерывного лазерного излучения 600 Вт. Размер кадров 2.55 ×
3.18 мм и 4.48 × 3.58 мм для левого и правого рисунков соответственно
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Об управлении параметрами колебания поплавка в
неоднородной жидкости1

Байдулов В.Г.

МГТУ им. Н.Э. Баумана
Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН

Рассмотрена задача управления колебаниями
поплавка в неоднородной жидкости за счет изме-
нения его формы. Использован подход Л.Н. Сре-
тенского, впоследствии адаптированный к случаю
неоднородной жидкости [1]. Ранее рассматрива-
лась задача о колебаниях сферы нейтральной пла-
вучести в непрерывно стратифицированной жид-
кости [2], в том числе при учете вязкого сопротив-
ления. Уравнения движения тела сводились к диф-
ференциальному уравнению. Масса тела оказыва-
лась увеличенной за счет присоединенноймассы, а
сами колебания определялись линейными силами
плавучести и вязкой диссипации. Условныйпериод
колебаний при этом с течением времени оставался
постоянным.

В рамках использованного подхода, когда коле-
бания описываются интегро-дифференциальным
уравнением с ядром типа свертка, показано, что
характеристики колебаний (мгновенная частота
и декремент затухания) меняются со временем и
существенно зависят от вида ядра. Была решена
задача о стабилизации параметров колебаний по-

1Работа выполнена по теме государственного задания ( го-
срегистрации 123021700055-6).
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плавка за счет изменения его форм во времени. В
качестве параметра управления использовалась от-
носительная ширина поплавка. Получены выраже-
ния, описывающие закон управления, при котором
частота поплавка и декремент затухания остаются
неизменными в процессе колебаний.
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Электрогидродинамическая неустойчивость границы
расплавленного металла в условиях сильного

электрического поля1

Баренгольц С.А., Зубарев Н.М., Кочурин Е.А.

ФГБУН Институт электрофизики Уральского отделения РАН, Екатеринбург

Физические процессы, приводящие к вакуум-
ному пробою, уже длительное время являются
предметом активного исследования. Причина ин-
тереса к этому явлению состоит в широком исполь-
зовании вакуумной изоляции в различных прибо-
рах и устройствах. Эти исследования получили но-
вый импульс в связи с разработкой ускорительной
техники тераватного уровня мощности [1]. Имен-
но вакуумный пробой ускорительных структур при
воздействии на них электромагнитными импуль-
сами наносекундной длительности является основ-
ной проблемой на пути достижения высоких уско-
рительный градиентов [2]. В качестве основного
механизма вакуумного пробоя в наносекундном
диапазоне рассматривается образование проводя-
щей среды (плазмы) на катоде из-за разогрева есте-
ственных микровыступов с высокими коэффици-
ентами усиления поля (β) автоэмиссионными тока-
ми [3]. Напряженности поля, при которых реализу-

1Исследование выполнено за счет гранта Российского науч-
ного фонда№ 20-19-00323.
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ется такой механизм в ускорительных структурах,
имеют порядок 108 В/см [4]. Появление на катоде
расплавленного металла создает условия для раз-
вития электрогидродинамической (ЭГД) неустой-
чивости [5]. Она приводит к заострению границы—
формированию конусов Тейлора [6,7]. В результате,
после плавления микровыступов будет меняться
их геометрия (расти β) и, как следствие, ускоряться
предпробойные процессы.

В настоящей работе мы рассмотрим, в чем спе-
цифика развития ЭГД неустойчивости в полях на-
пряженностью (E) около 108 В/см, что на три поряд-
ка превышает ее порог Ec = (4ε−2

0 ρgα)1/4 [5] (для
жидкой меди это 8.5 · 104 В/см), где ε0 — электриче-
ская постоянная, ρ—плотность, g—ускорение сво-
бодного падения, α— коэффициент поверхностно-
го натяжения. Характерный масштаб конических
образований убывает с ростом приложенного поля
как λ ∝ E−2 [7]. Понятно, что уменьшение l на 6
порядков при изменении E на 3 порядка приведет
к тому, что приближение идеальной жидкости пе-
рестанет работать, и необходимо будет учитывать
вязкость расплава.

Будем считать границу жидкости в невозму-
щенном состоянии плоской. Пусть функция η зада-
ет ее возмущение. При анализе неустойчивостей
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границы η ищется в виде η ∝ exp(ikx − iωt), где x —
координата, t — время, k — волновое число, ω —
частота. Линейная динамика границы описывает-
ся законом дисперсии, который можно получить
(с учетом вязкости), взяв известную формулу для
гравитационных волн [8] и сделав в ней замену
ρgk → −ε0E2k2 + αk3, соответствующую тому, что
вместо силы тяжести мы будем рассматривать ка-
пиллярные и электростатические силы. Получим

ρ(2νk2−iω)2−ε0E2k2+αk3 =4ρν3/2k3
√
νk2−iω (1)

где ν — кинематическая вязкость (см. также [9]).
Из этого соотношения следует, что можно ввести
характерное значение напряженности поля Eν =
αν−1ε−1/2

0 ρ−1/2, такое, что при E << Eν вязкими
эффектами можно пренебречь, а при E ⩾ Eν имен-
но они будут определять динамику неустойчиво-
сти. Для жидкой меди при температуре плавления
имеем Eν ≈ 9.8 · 107 В/см, что попадает в интересу-
ющий нас диапазон полей.

Рассмотрим, как развивается ЭГД неустой-
чивость при полях порядка Eν. Будем интересо-
ваться описывающими развитие апериодической
неустойчивости решениями (1). Это соответствует
тому, что ω = iγ, где γ > 0 — инкремент. Харак-
терный пространственный и временной масшта-
бы при E = Eν составляют λ ≈ 23 нм и τ ≈ 27 пс.
Применительно к расплаву, образующемуся на вер-
шине катодного выступа, можно отождествить ра-
диус вершины острия R с четвертью длины вол-
ны, что дает 5–6 нм. Этот размер коррелирует дан-
ными [10], где методом молекулярной динамики
моделировалась деформация вершины катодного
острия с R = 1–10 нм. При R > 3 нм пороговое зна-
чение поля, при котором начиналось вытягивание
медного нановыступа, составляло ≈ 11 · 107 В/см,
т.е. близко к Eν. Согласно [10] вытягивание проис-
ходило за времена в десятки–сотни пс при темпе-
ратурах, значительно превышающих температуру
плавления. Рассмотренный нами ЭГД механизм
заострения вершины выступа не требует достиже-
ния высоких температур, причем может реализо-
вываться при меньших полях.

При разработке нелинейной модели развития
неустойчивости важно, чтобы связь γ от k описы-
валась максимально простым выражением. Так,
в длинноволновом пределе имеем линейную за-
висимость γ ∝ k, что позволило в [11] построить
модель, описывающую нелинейную эволюцию гра-
ницы вплоть до формирования на ней особенно-
стей— точек с бесконечной кривизной. Для вязкой
жидкости мы сталкиваемся с той трудностью, что
дисперсионное соотношение является весьма гро-
моздким. Однако, как оказывается, описываемая

(1) связь γ и k в частном случае E = Eν/2 хорошо (с
погрешностью менее 10%) аппроксимируется па-
раболической зависимостью γ = α(2ρν)−1k − 2νk2.
Такое выражение, несмотря на свою простоту, от-
ражает все основные особенности точного закона
дисперсии в области неустойчивых k.

Мы предлагаем при E = Eν/2 ≈ 4.9 · 107 В/см
для описания развития ЭГД неустойчивости ис-
пользовать следующую нелинейную модель:

ηt = −α(2ρν)−1Ĥηx + 2νηxx +

+ α(4ρν)−1 (
(Ĥηx)2 − (ηx)2)

,
(2)

где Ĥ — оператор Гильберта. Линейная часть (2)
соответствуют приближенному параболическому
закону дисперсии и позволяет адекватно учесть
влияние и электростатических, и капиллярных, и
вязких сил. Нелинейная часть (2) соответствует мо-
дели из [11], в которой учитывались только элек-
тростатические силы.

Рассмотрим в рамках (2) динамику формиро-
вания особенности на границе жидкости. Счита-
ем, что жидкость занимает ограниченную область
L/2 ⩽ x ⩽ L/2. Исходную форму границы зададим
как η = A cos(2πx/L) с L = 360 нм (применитель-
но к расплаву на вершине острия это соответству-
ет радиусу в ≈ 100 нм) и амплитудой A = 10−2L.
Уравнение (2) решалось численно на основе спек-
тральных методов с числом гармоник N = 8096.
Граничные условия по пространству брались пе-
риодическими. Интегрирование по времени про-
водилось явным методом Рунге–Кутта четвертого
порядка точности с шагом dt = 2.2 · 10−15 с. Эво-
люция возмущения границы показана на Рис. 1.
Видно, что происходит неограниченное заостре-
ние поверхности к моменту tc ≈ 0.73 нс. Масштаб
формирующегося острия можно оценить как ши-
рину области, в которой угол наклона превышает
45◦; она составляет≈ 30 нм, что ожидаемо близко к
половине длины доминантной (соответствующей
максимуму инкремента γ) моды в ≈ 40 нм.

На Рис. 1 штриховой линией показано реше-
ние линеаризованного уравнения (2) в момент tc.
Из сравнения линейного и нелинейного решений
ясно, что нелинейные слагаемые радикально уско-
ряют развитие неустойчивости; именно они обу-
славливают формирование особенности. Таким об-
разом, модель (2), несмотря на ее простоту, демон-
стрирует тенденцию к заострению границы и, как
следствие, росту коэффициента усиления поля β.
В связи с тем, что этот рост происходит при по-
лях на вершине микровыступа субмикронного раз-
мера меньше пробивных, можно сделать вывод о
том, что плавление вершины неизбежно приведет
к ускорению вакуумного пробоя.
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Рис. 1. Эволюция поверхности расплавленного ме-
талла в рамках нелинейной модели (2). Синяя
сплошная линия соответствует начальному мо-
менту времени, красная — моменту форми-
рования особенности, зеленая штриховая —
этому же моменту для линейного приближе-
ния
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Экспериментальные и теоретические
исследования

Изучение конвекции в жидкостях с учётом ис-
парения на межфазной поверхности относится к
актуальным направлениям исследований, затра-
гивающим проблемы теплофизики и гидродина-
мики. Характер конвективных течений, развиваю-
щихся в слое жидкости под действием граничного
теплового режима и испарения, вызываемого спут-
ным потоком газа, оказывает прямое влияние на
структуру самих течений, на величину массовой
скорости испарения и характеристики тепломассо-
переноса и паросодержания в газе. Для получения
полной картины течений в слое жидкости необ-
ходимо проводить совместные эксперименталь-

1Работа выполнена при поддержке РНФ (код проекта 22-11-
00243, https://rscf.ru/project/22-11-00243/ ).
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ные и теоретические исследования. Разработан-
ные экспериментальные методы, включающие в
себя стенд, оптические методики и инфракрасную
съемку, позволяют контролировать массовый рас-
ход газа, температуру рабочих сред, поддерживать
плоскую форму границы раздела жидкости и газа
и измерять температуру на поверхности и массо-
вый расход парогазовой смеси на выходе рабоче-
го участка. Для рабочей системы «этанол–воздух»
при толщине слоя 3 мм проведены термографи-
ческие исследования поверхности слоя жидкости,
испаряющейся под действием потока газа. Полу-
чены новые экспериментальные данные массовой
скорости испарения с межфазной поверхности в
широком диапазоне скоростей потока газа 0.00139-
1.38 м/с (Рис. 1), которые используются для вери-
фикации развиваемых аналитических методов ис-
следования конвекции в условиях диффузионного
испарения.

Теоретическое исследование испарительной
конвекции включает разработку математических
моделей для описания течений с учётом массопе-
реноса через границу раздела жидкость–газ, изу-
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Рис. 1. Экспериментальные зависимости массовой
скорости испарения M от рабочей температу-
ры T в системе «этанол – воздух» и скорости
потока газа Vg при толщине слоя жидкости 3 м

чение корректности сформулированных начально-
краевых задач и построение точных решений, ис-
следование вопросов устойчивости течений, опи-
сываемых точными решениями, определение об-
ласти применимости данных решений и матема-
тической модели в целом, проведение сравнения с
экспериментальными данными [1]. Для исследова-
ния процессов конвективного тепломассообмена в
двухфазных системах используется подход, осно-
ванный на применении приближения Обербека–
Буссинеска уравнений Навье–Стокса. При этом в
определяющих уравнениях и граничных соотноше-
ниях дополнительно учитывается вклад явлений
термодиффузии и диффузионной теплопроводно-
сти, имеющих место в парогазовом слое за счёт
присутствия испаряемого компонента.

Среди точных решений уравнений конвекции,
имеющих групповую природу, выделяются реше-
ния типа решений Остроумова–Бириха, которые
могут быть эффективно использованы для опи-
сания течений в условиях фазовых превращений
жидкость–пар. Аналитическое и численное иссле-
дование двухфазных течений с испарением или
конденсацией на поверхности раздела, проведен-
ное на основе обобщений решений Остроумова–
Бириха, позволяют описать режимы испаритель-
ной конвекции, наблюдаемые в реальных физиче-
ских системах, что подтверждается хорошим каче-
ственным и количественным согласованием экс-
периментальных данных и теоретических резуль-
татов. Построенные решения позволяют изучить
фундаментальные и вторичные особенности мо-
делируемых физических процессов и представить
анализ влияния геометрических и теплофизиче-
ских характеристик рабочей системы на характер
течений [2–4].

Рис. 2. Примеры распределений характеристик в си-
стеме сред «этанол–азот»: поле скорости и
траектории жидких частиц

Особенности трёхмерных решений
Точное решение в трёхмерном случае является

частично-инвариантным решением ранга 2 дефек-
та 3 определяющих уравнений и качественно опи-
сывает стационарные совместные течения жидко-
сти и парогазовой смеси в бесконечном канале пря-
моугольного сечения. На основе решения опреде-
ляются характеристики конвективных течений на
рабочем участке протяженного канала, описывают-
ся различные формы реализации поступательно-
вращательных течений, включая формирование
валиковой конвекции, приповерхностных горячих
слоев и термических валов, специфических теп-
ловых структур с дефектами, а также холодного
термоклина в объёмной жидкой фазе. На Рис. 2–5
представлен пример структуры течения, устано-

Рис. 3. Примеры распределений характеристик в си-
стеме сред «этанол–азот»: температура
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Рис. 4. Примеры распределений характеристик в си-
стеме сред «этанол–азот» концентрация пара

Рис. 5. Примеры распределений характеристик в си-
стеме сред «этанол–азот»: профили массовой
скорости испарения при Tin = 20 ◦C (штрихо-
вая линия) и Tin = 30 ◦C (сплошная линия)

вившегося в канале с теплоизолированными стен-
ками. При этом толщины жидкого и парогазового
слоёв равны, соответственно, l = 3 мм и h = 5
мм; течение развивается в условиях нормальной
гравитации g = 9.81 м/с2; исходная температу-
ра системы и продольный градиент температуры
приняты равными Tin = 20 ◦C и A = 5 ◦C/см
(V∗ = Vg = 0.00139 м/с, T∗ = 10 ◦C — характерные
скорость и температура). Профили массовой ско-
рости испарения M на поверхности раздела пред-
ставлены на Рис. 5 .

Особенности двумерных решений
Двумерное точное решение задачи о кон-

векции в двухслойной системе с испарением
(частично-инвариантное решение ранга 1 дефек-
та 2) позволяет провести моделирование однород-
ного и неоднородного (относительно продольной
координаты) испарения на границе раздела. Про-
ведён анализ постановок краевых задач в двумер-
ном случае для моделирования течений испаря-
ющейся жидкости, увлекаемой спутным потоком
газа в горизонтальном канале. Задачи различают-
ся типом температурного и концентрационного
режимов на стенках канала. Проведена классифи-
кация типов конвективных течений, расширяющая
классификацию Наполитано; описаны чисто тер-
мокапиллярные течения, течения смешанного и
пуазейлевского типов, их характеристики и меха-
низмы. Изучены вопросы устойчивости течений.
Проведено сравнение теоретических результатов с
экспериментальными данными, позволяющее ука-
зать область применимости двумерного точного
решения.
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К расчету неустойчивости заряженной поверхности
неоднородной жидкости
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Введение

В середине 30-х годов прошлого столетия в ра-
ботах Л. Тонкса [1] и Я.И. Френкеля [2] была по-
строена количественная модель дестабилизации
заряженной поверхности жидкости под действи-
ем поверхностных электрических сил, доминиру-
ющих над силами поверхностного натяжения. За-
дача расчета критического значения поверхност-
ной плотности электрического заряда, превыше-
ние которой приводит к неустойчивости свобод-
ной поверхности, на настоящий момент является
классической и приводится в качестве «простого»
упражнения в восьмом томе курса теоретического
физики Л.Д. Ландау и Е.М. Лифшица [3]. Приведен-
ная в [3] методика расчета легко обобщается на
более сложные задачи. Но подобное обобщение за-
частуюнуждается в правильнойфизической интер-
претации. Настоящая работа представляет собой
пример такого обобщения на случай, когда поверх-
ностно заряженная жидкость является стратифи-
цированной по глубине и в расчетах возникают
практически нереализуемые решения, которые из
физических соображений необходимо опустить.
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Математическая формулировка
задачи

Задача решалась в декартовой прямоугольной
системе координатOxyz с осьюOx направленной
горизонтально вдоль поверхности жидкости. Ось
Oz ориентировалась вертикально вверх против на-
правления действия поля силы тяжести g. Полупро-
странство z < 0 считалось заполненным идеаль-
ной, идеально проводящей жидкостью, по поверх-
ности которой равномерно распределен электри-
ческий заряд с постоянной поверхностной плот-
ностью, индуцированной вертикальным электри-
ческим полем с напряженностью E0. Коэффици-
ент поверхностного натяжения жидкости γ пола-
гался постоянным. Считалось, что плотность жид-
кости в невозмущенном состоянии экспоненциаль-
но растет с глубиной ρ = ρ0(1 + exp(−z/Λ)), где
r(z) = exp(−z/Λ). Параметр вертикального мас-
штаба изменения плотности Λ непосредственно
определялся через частоту плавучести N =

√
g/Λ.

Эффектами вязкости, диффузии и теплопроводно-
сти пренебрегалось. Исследовалась устойчивость
системы по отношению к малым возмущениям
z = ξ(t, x) свободной поверхности жидкости. Для
простоты, возмущенное движение жидкости счи-
талось независящим от координаты y.

В линейном приближении по малому парамет-
ру, пропорциональному отношению амплитуды
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возмущения к его длине, в условиях приближения
Буссинеска математическая формулировка задачи
имеет вид:

z > 0 :
∂2φ

∂x2 + ∂2φ

∂z2 = 0;

z < 0 :
∂u
∂t

= − 1
ρ0(1 + r(z))

∂p
∂x

;

∂v
∂t

= − 1
ρ0(1 + r(z))

∂p
∂z

;

∂u
∂x

+ ∂v
∂z

− v
Λ

r(z) = 0;

z = 0 :
∂ξ

∂t
= v;

−ρ0ξg + p − E0
∂φ

∂z
= −γ ∂2ξ

∂x2 ;

φ− E0ξ = 0;

z → ∞ :
∂φ

∂x
→ 0;

∂φ

∂z
→ 0;

z → −∞ : v → 0.

Здесь u ≡ u(t, x, z) и v ≡ v(t, x, z) — горизонталь-
ная и вертикальная компоненты поля скоростей;
p ≡ p(t, x, z) — возмущения к равновесному рас-
пределению давления в жидкости: φ — вызван-
ное волновым искажением поверхности возму-
щение равновесного электрического потенциала
Φ = −E0z + φ в верхнем полупространстве z > 0.

Результаты расчета
Стандартными методами легко построить дис-

персионное уравнение задачи. В отличии от клас-
сической ситуации, для дисперсионного уравне-
ния получаются две ветви. Принимая в качестве
критерия отбора условие затухания движения жид-
кости с глубиной, несложно установить, что в за-
висимости от значения поверхностной плотности
заряда физически реализуются разные части вет-
вей дисперсионного уравнения. В целом, результат
удается описать с помощью формулы:

ω
2 = 1

2

(
N2 + sign(ω2

0)
√

4ω2
0 − N4

)
(1)

ω
2
0 = gk(1 + αk − αkW);

α =
√
γ

ρ0g
; W =

E2
0

4π
√
γρ0g

Здесь k — волновое число возмущения свободной
поверхности; ω0 — циклическая частота элетро-
капиллярно-волнового движения на поверхности
жидкости постоянной плотности ρ0; α — капил-
лярная постоянная жидкости. Безразмерный пара-
метр Тонкса–ФренкеляW характеризует отноше-
ние электрических и капиллярных сил на гребнях
волновых возмущений. Также, как и в классиче-
ском случае, критерием трансформации устойчи-
вого состояния системы в неустойчивое является
переход значений частоты ω0 от действительных
к чисто комплексным значениям. Анализируя (1),
легко установить, что как и в классическом случае,
как толькоW > 2, в спектре волновых искажений
появляется диапазон волновых чисел, которым со-
ответствуют экспоненциально растущие со време-
нем амплитуды. Формально, критерий неустойчи-
вости остается прежним — как и в классической
задаче. Но при этом в выражениях для параметра
Тонкса–Френкеля и капиллярной постоянной сле-
дует брать значение плотности жидкости вблизи
её поверхности.

Результаты
При расчете условий развития неустойчиво-

сти заряженной поверхности неоднородной жид-
кости, необходимо правильно отбирать физически
реализуемые решения электрогидродинамической
задачи. Это позволяет однозначно установить кри-
терий развития неустойчивости, согласованный с
известным классическим решением.
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Нелинейные колебания двухслойной жидкости при
угловых колебаниях цилиндрической полости

Вин Ко Ко, Темнов А.Н.

Московский государственный технический университет им. Н.Э. Баумана, Москва

В статье исследована задача о нелинейных колебаниях двух идеальных и несжимаемых жидкостей в осесим-
метричной цилиндрической полости, совершающей колебания относительно горизонтальной оси OY. Полость
полностью заполнена несжимаемыми жидкостями. Приведены нелинейные дифференциальные уравнения,
описывающие колебания круглого цилиндрического сосуда и поверхности раздела двухслойной жидкости в
окрестности основного резонанса нелинейных колебаний, и определены линейные и нелинейные гидродинами-
ческие коэффициенты при различных значениях глубины верхней жидкости. Выявлены основные нелинейные
эффекты, связанные с вращением диаметра поверхности раздела жидкостей. Используя метод Бубнова-Галеркина,
построены области неустойчивости и амплитудно-частотные характеристики двухслойной жидкости при вынуж-
денных угловых колебаниях сосуда.

Введение
С развитием ракетно-космической техники и

увеличением перевозки сниженных природных ре-
сурсов морским транспортом, возрастает интерес
к задачам движения тел, внутренние полости ко-
торых заполнены неоднородной жидкостью. Про-
стейшей моделью такой неоднородной жидкости
может являться двухслойная жидкость, которая
полностью заполняет полость твердого тела.

В книге [1] были исследованы нелинейные за-
дачи динамики твердого тела, в которых существу-
ют полости, заполненные жидкостью со свободной
поверхностью. Рассмотрены различные модели и
методы, применяемые для анализа таких задач, и
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предоставлены численные результаты проведен-
ных исследований.

В работе [2] исследуется задача о малых коле-
баниях двухслойной тяжелой жидкости, целиком
заполняющей прямоугольный сосуд. Поставлена и
решена задача об управлении движением сосуда
с финальным условием гашения внутренних волн
жидкости. В работе [3] рассмотрены свободные ко-
лебания вязкой двухслойной жидкости в замкну-
том прямоугольном сосуде.

Постановка задачи
Рассматривается круглый цилиндрический со-

суд, полностью заполненный двумя несмешива-
ющимися жидкостями, который совершает коле-
бания вокруг неподвижной оси OY. Связанную с
твердым телом систему координатOXYZ располо-
жим так, чтобы в невозмущенном положении ме-
ханической системы ось ox была перпендикулярна
невозмущенной поверхности раздела жидкостей
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Γ0.
Представим потенциалы скоростей каждой

жидкости в виде следующей суммы:

Φ(k)(x, r, η, t) = ω2 · A(k)(x, r, η)+

+
∞

∑
i=1
α̇i(t)B(k)

i (x, r, η), (k = 1, 2),
(1)

Φ(k) — потенциалы скоростей верхней и нижней
жидкостей; A(k) — гармонические скалярные функ-
ции; B(k)

i — функции координат верхней и нижней
жидкостей, αi — обобщенные координаты волно-
вых движений i-ой гармоники на поверхности раз-
дела. Поставленная задача решается с применени-
ем разложения функций в ряд Тейлора, а также
использования значения функций и её нормаль-
ных производных на невозмущенной поверхности
раздела жидкостей Γ0. Представим функции A(k) и
B(k)

i в виде разложения по параметрам αi до второ-
го порядка включительно

A(k) = A(k)
0 +∑

i
αi A

(k)
i +∑

i
∑

j
αiαj A

(k)
ij + . . . ;

B(k)
i = B(k)

i0 +∑
j
αjB

(k)
ij +∑

j
∑
k
αjαkB(k)

ijk + . . . ;
(2)

где функции A(k)
0 , A(k)

i , A(k)
ij , B(k)

i0 , B(k)
ij , B(k)

ijk зависят
только от пространственных координат и не зави-
сят от времени.

Выделим две основные несимметричные гар-
моники, возбуждаемые в двух взаимно перпенди-
кулярных плоскостях и определяемые обобщенны-
микоординатамииформамиαi = αi (i = 1, 2):α1 =
α, α2 = β, f1 = fα = φ(r) sin η, f2 = fβ = φ(r) cos η.
fα, fβ — Это формы основного тона колебаний по-
верхности раздела жидкостей [1].

Система уравнений для обобщённых коорди-
нат волновых движений α и β, характеризующих
колебания поверхности раздела двух жидкостей
при возбуждении основного тона примет вид [5]

L1(α, β) = (1 + d1α
2 + d2β

2)α̈+

+(d1αβ− d2αβ)β̈+ (d3α
2 − d4β

2 − d0)θ̈+

+d1αα̇
2 + (d1α− 2d2α)β̇2 − d5αθ̇

2+

+2d2βα̇β̇− (d3 + 3d4)βθ̇β̇+ σ2α = 0,

(3)

L2(α, β) = (1 + d1β
2 + d2α

2)β̈+
+(d1αβ− d2αβ)α̈+ (d + (d3 + d4)αβ)θ̈+

+d1ββ̇
2 + (d1β− 2d2β)α̇2 − d6βθ̇

2+

+2d2αα̇β̇+ (d3 + 3d4)βθ̇α̇+ σ2β = 0,

(4)

где, d = λ/µ, d0 = λ0/µ, d1 = µ1/µ, d2 = µ2/µ, d3 =
λ3/µ, d4 = λ2/µ, d5 = J1/µ, d6 = J2/µ,

Допустим, сосуд совершает угловые колебания
по данному закону

θ = θ0 cos pt, (5)

Если параметрический резонанс отсутствует в рас-
сматриваемом случае, т.е. β ≡ 0, то вынужденные
угловые колебания системы описываются нелиней-
ным дифференциальным уравнением

L1(α, β) = (1 + d1α
2)α̈+ (d3α

2 − d0)θ̈+

+αα̇2 − d5αθ̇
2 + σ2α = 0;

(6)

После использования метода Бубнова-Галеркина
[1] получим соотношения для построения областей
неустойчивости.

На Рис. 1, (а, б) кривые линии FGQ соответ-
ствуют резонансным кривым, которые описывают
поведение системы при резонансе. Кривые сплош-
ные линии RNM и KLD соответствуют плоским ли-
нейным устойчивым колебаниям, то есть колеба-
ниям, при которых система возвращается к равно-
весному состоянию.

Вывод
Учет вязкости жидкостей, как правило, приво-

дит к ослаблению возбуждения гармоник с более
высокими частотами. В этом смысле учет только
двух форм колебаний, рассматриваемых в данной
работе, является оправданным, и может быть ис-
пользован при исследовании нелинейных движе-
ний неоднородных жидкостей, взаимодействую-
щих с твёрдым телом.
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(а) (б)

Рис. 1. Амплитудно-частотные характеристики и области неустойчивости вынужденных угловых колебаний жидкостей
в цилиндрическом баке при возбуждении основных гармоник α для случая ρ̄1 = 0.85, h̄1 = h̄2 = 1, h̄0 = 0.
при θ0 = 0.01(а) и θ0 = 0.1(б)
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Эффективный подход к математическому
моделированию задач обтекания с фазовыми

переходами1

Гайдуков Р.К., Данилов В.Г.

Национальный Исследовательский Университет «Высшая Школа Экономики», Москва

Классическая математическая модель,
описывающая теплоперенос с фазовым пере-
ходом (например, плавление—кристаллизация,
растворение—осаждение) в подвижной среде
состоит из уравнений движений среды — уравне-
ний Навье–Стокса и неразрывности, уравнений
теплопроводности с адвекцией в каждой фазе, и
условия Стефана на границе раздела фаз. Хорошо
известно [1], что температура фазового в случае
криволинейной границы раздела фаз отличается
от случая плоской границы (см. рис. 2(в)), и эта
разница описывается условием Гиббса–Томсона,
учитывающего поверхностное натяжение на
границе раздела фаз. Получившаяся задача
Стефана–Гиббса–Томсона является вычислитель-
но сложной — требуется очень мелкая сетка для
точного определения положения криволинейной
границы раздела фаз в каждый момент времени.

Однако, эту вычислительную сложность мож-
но обойти, применив другой подход, основанный

1Исследование выполнено за счет гранта Российского науч-
ного фонда№ 22-21-00186, https://rscf.ru/project/22-21-00186/.
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на введении функции порядка ϕ = ϕ(t, x, ζ), такой
что ϕ = +1 в жидкой фазе (например, в вводе), и
ϕ = −1 в твердой фазе (например, во льду), t и x —
время и координаты, а ζ— параметр регуляриза-
ции: в ζ-окрестности границы раздела фаз функ-
ция ϕ быстро меняется от−1 до+1. В рамках этого
подхода температура T во всей области и функция
порядка определяется из системы уравнений фазо-
вого поля (см. (2)), которая является регуляризаци-
ей задачи Стефана–Гиббса–Томсона при ζ → +0,
см. [2]. Граница раздела фаз определяется как ли-
ния нулевого уровня функции порядка. Система
фазового поля эффективно решается численно с
помощью простых разностных схем с постоянным
шагом, что позволяет эффективно моделировать
динамику фазового перехода без использования
высокопроизводительных компьютеров.

В рамках такого подхода авторами изучены за-
дачи обтекания водой малых ледяных наростов на
поверхности пластины [3,4] и внутри трубы [5] при
достаточно больших числах Рейнольдса Re (но та-
ких, при которых еще сохраняется ламинарный по-
ток). В [3] изучен случай обтекания поверхности ys
изо льда с малым наростом. А именно, рассматри-
вается нарост в точке x0 = 1 вида ys = ε4/3h(t, (x −
1)/ε), где ε = Re−1/2 — малый параметр, h(t, ξ) —










































































































































































































































































































